
خدا نام به
اصفهان ͳصنعت دانشΎاه ͳریاض علوم دانش΋ده

مدت :١۵٠ دقیقه ٢ ͳعموم ͳریاض درس پایان ترم آزمون ٩٨ ماه خرداد
نمره ١۵ سوال: هر بارم

بیابید. D = {(x, y)| x۲+y۲ ≤ ۱۸} ناحیه روی را f(x, y) = x۲+y۲+۴x−۴y تابع مطلق مینیمم و ماکزیمم .١

کنید. محاسبه را زیر م΋رˈر انتگرال .٢∫ ۱

۰

∫ π
۲

sin−۱y
cosx

√
۱+ cos۲ x dxdy

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٣∫ ∫
D

x− y

x+ y
dxdy

است. (۱,۳) و (۰, ۲) ،(۱, ۱) ،(۲, ۲) رئوس به ͳمستطیل درون ناحیه D آن در که

کنید، محاسبه را زیر انتگرال .۴∫ ∫ ∫
D

z dxdydz

است. x۲ + y۲ + z۲ = ۴ کُره ی خارج و x۲ + y۲ + (z − ۲)۲ = ۴ کُره ی درون مشترک ناحیه D آن در که

را z =
√
۳ و z = ۰ صفحات بین محدود ،x۲ + y۲ − z۲ = ۱ ی΋پارچه ی هذلولͳ گونِ از ͳقسمت درون حجم .۵

کنید. محاسبه

دارد. قرار z =
√
۳ صفحه بالای که است z =

√
۴− x۲ − y۲ کره نیم از ͳبخش S رویه ی کنید فرض .۶

کنید. محاسبه را S رویه مساحت الف)
.F (x, y, z) = xî+ yĵ + zk̂ و است z محور مثبت جهت در S بر ی΋ه قائم n که ∫ ∫

S
F.n dσ محاسبه است مطلوب ب)

x۲+ y۲ = ۲x دایره ی از ͳقسمت از متش΋ل C بسته ی خم آن در که ∮
C
(x+ y) dx+xy dy محاسبه ی مطلوبست .٧

مͳ شود. ͳط مثبت جهت در که است صفحه اول ربع در واق΄ y = ۰ خط و

داخل و x۲+y۲+z۲ = ۱۶ کره ی داخل و x۲ + y۲ + z۲ = ۴z کره ی خارج در محدودشده ناحیه ی D کنید فرض .٨
ناحیه ی مرزی ΀سط S آن در که کنید محاسبه را ∫ ∫

S
F.n dσ انتگرالِ حاصل باشد. z =

√
۳(x۲ + y۲) مخروط̃

F (x, y, z) = (۲x + eyz )̂i + (y + cos(z۲))ĵ + zk̂ و است مثبت) جهت (در بیرون به رو S بر ی΋ه قائم n و D

است. برداری میدان Έی

باشید موفق



بحرانͬ نقاط ابتدا پاسخ: بیابید. D = {(x, y) : x٢ + y٢ ≤ ٩} ناحیه روی را f(x, y) = x٢ + y٢ + ۴x− ۴y تابع مطلق مینیمم و ماکزیمم ‐١
ͬ کنیم: م پیدا را D ناحیه درون

∂f

∂x
= ٢x+ ۴ = ٠ ⇒ x = −٢

∂f

∂y
= ٢y − ۴ = ٠ ⇒ y = ٢

شرط تحت f اکسترمم لاگرانژ) (روش اول: راه ͬ کنیم. م پیدا را مرز روی اکسترمم نقاط حال است. بحرانͬ نقطه تنها D ناحیه درون (−٢, ٢) نمره)نقطه ۵)
ͬ کنیم. م پیدا را g = x٢ + y٢ − ١٨ = ٠

∂f

∂x
= λ

∂g

∂x
⇒ ٢x+ ۴ = λ٢x ⇒ x =

٢
λ− ١

∂f

∂y
= λ

∂g

∂y
⇒ ٢y − ۴ = λ٢y ⇒ y =

−٢
λ− ١

x٢ + y٢ = ١٨

نمره)بنابراین ٣)
(λ− ٢(١ =

۴
٩
⇒ λ =

۵
٣
,

١
٣
.

داریم حال

λ =
۵
٣
⇒ x = ٣, y = −٣,

λ =
١
٣
⇒ x = −٣, y = ٣.

ͬ شود. م پیدا زیر جدول در مطلق اکسترمم نمره)نقاط ۵)
(x, y) f(x, y)
(−٢, ٢) −٨ مطلق مینیمم
(٣−,٣) ۴٢ مطلق ماکزیمم
(−٣, ٣) −۶

ͬ کنیم: م پارامتری زیر بصورت را مرز دوم: نمره)راه ٢)

x(t) = ٣
√

٢ cos t, y(t) = ٣
√

٢ sin t, ٠ ≤ t ≤ ٢π

ͬ کنیم: م پیدا را زیر تابع اکسترمم نمره)بنابراین ٣)

g(t) = f(x(t), y(t)) = ٩ + ١٢
√

٢ cos t− ١٢
√

٢ sin t.

g′(t) = −١٢
√

٢(sin t+ cos t) = ٠ ⇒ tan t = −١ ⇒ t =
٣π
۴
,

٧π
۴
.

نمره) ٢)
(x, y) f(x, y)
(−٢, ٢) −٨ مطلق مینیمم
t = ٠, ٢π → (٣

√
٢, ٠) ١٨ + ١٢

√
٢

t = ٣π
۴ → (−٣, ٣) −۶

t = ٧π
۴ → (٣−,٣) ۴٢ مطلق ماکزیمم

نمره) ۵)

زیر مͺرر انتگرال محاسبه مطلوبست ‐٢∫ ١

٠

∫ π
٢

sin−١ y

cosx
√

١ + cos٢ x dxdy.

است زیر صورت به انتگرال گیری }ناحیه
٠ ≤ y ≤ ١
sin−١ y ≤ x ≤ π

٢ .

٢



ͬ کنیم م بیان عمودی بصورت را }ناحیه
٠ ≤ x ≤ π

٢
٠ ≤ y ≤ sinx.

نمره) ٧)

I =

∫ π
٢

٠

∫ sin x

٠
cosx

√
١ + cos٢ x dydx

=

∫ π
٢

٠
sinx cosx

√
١ + cos٢ x dx.

لذا .du = −٢ sinx cosx dx داریم u = ١ + cos٢ x متغیر تغییر نمره)با ٣)

I =

∫ ١

٢

−١
٢

√
u du =

−١
٣

u
٣
٢

]١

٢
=

−١ + ٢
√

٢
٣

.

نمره) ۵)
کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٣∫ ∫

D

x− y

x+ y
dxdy

است. (١, ٣) و (٠, ٢) ،(١, ١) ،(٢, ٢) رئوس به مستطیلͬ درون ناحیه D آن در که
پاسخ:

معادله ی همچنین است. y = x+٢ بصورت (١, ٣) به (٠, ٢) نقاط واصل خط معادله ی و y = x بصورت (٢, ٢) به (١, ١) نقاط واصل خط معادله ی
درون بعبارتͬ است. y = −x+ ۴ بصورت (٢, ٢) به (١, ٣) نقاط واصل خط معادله ی و y = −x+ ٢ بصورت (٠, ٢) به (١, ١) نقاط واصل خط

نمره) ٣ است.( x+ y = ۴ و x+ y = ٢ ،x− y = ٠ ،x− y = −٢ خطوط بین ͬ های ناح D مستطیل
نمره) ٢) داشت: خواهیم v = x+ y و u = x− y دادن قرار با و متغیر تغییر از استفاده با

تغییر این با D تصویر مرز مورد در همچنین x = ١
٢ (u + v), y = ١

٢ (v − u) =⇒ ∂(x,y)
∂(u,v) =

∣∣∣∣ ١
٢

١
١−٢

٢
١
٢

∣∣∣∣ = ١
٢ نمره) ٢)

داریم: uv صفحه ی در مختصات
نمره) ٢)

x+ y = ٢, x+ y = ۴ =⇒ ٢ ≤ v ≤ ۴

و
x− y = −٢, x− y = ٠ =⇒ −٢ ≤ u ≤ ٠

نمره) ۶) داریم: نتیجه ∫در ∫
D

x− y

x+ y
dxdy =

∫ ۴

٢

∫ ٠

−٢

u

v
(

١
٢
) du dv =

١
٢

∫ ۴

٢

u٢

٢
]٢−٠

١
v
dv = − ln v]۴٢ = − ln ۴ + ln ٢ = −٢ ln ٢ + ln ٢ = − ln ٢

زیر انتگرال محاسبه مطلوبست .۴∫ ∫ ∫
D

z dxdydz

بترتیب دایره دو این کروی معادلات ابتدا است. x٢ + y٢ + z٢ = ۴ کره خارج و x٢ + y٢ + (z − ٢(٢ = ۴ کره درون مشترک ناحیه D آن در که
نمره) ٢).ρ = ٢ و ρ = ۴ cosφ از: عبارتست

از: عبارتست کره دو این برخورد خم }صفحه ی
x٢ + y٢ + (z − ٢(٢ = ۴
x٢ + y٢ + z٢ = ۴ =⇒ z٢ + (z − ٢(٢ = ٠ =⇒ z = ١

sinφ =
√

٣
٢ معادل بطور یا ۴ sin٢ φ = ٣ داریم کروی مختصات از استفاده با دهیم قرار را z = ١ ،x٢+y٢+z٢ = ۴ کره ی معادله ی در اگر بنابراین

φ = π
٣ است، داده رخ xy صفحه ی بالای در تقاطع چون اما ͬ دهد. م نتیجه را φ = ٢π

٣ یا φ = π
٣ زاویه ی کروی مختصات در φ تغییرات به بنا که

نمره) آورد).(۴ بدست نیز x٢ + y٢ + z٢ = ۴ در z = ١ جایͽذاری با توان مͬ را مطلب (این است قبول قابل
شͺل به کروی مختصات در D ناحیه ی بنابراین

D = {(ρ, φ, θ) : ٢ ≤ ρ ≤ ۴ cosφ, ٠ ≤ φ ≤ π

٣
, ٠ ≤ θ ≤ ٢π}

٣



نمره) است.(٢
نمره) داریم:(٧ ∫بنابراین ∫ ∫

D
z dxdydz =

∫ ٢π
٠
∫ π

٣
٠
∫ ۴ cosφ

٢ ρ cosφ(ρ٢ sinφ) dρ dφ dθ

=
∫ ٢π

٠
∫ π

٣
٠

ρ۴

۴ ]۴ cosφ
٢ cosφ sinφ dφ dθ

=
∫ ٢π

٠
∫ π

٣
٠ (۶۴ cos۵ φ sinφ− ۴ cosφ sinφ) dφ dθ

=
∫ ٢π

٠ (−۶۴
۶ cos۶ φ+ ٢ cos٢ φ)]

π
٣٠ dθ

= ٩
∫ ٢π

٠ dθ
= ١٨π

‐۵ سوال پاسخ

حجم =

∫∫∫
W

dv =

∫∫∫
W١

dv + ٢
∫∫∫

W٢

dv

نمره. ٢∫∫∫
W١

dv =

∫∫
D١

(

∫ √
٣

٠
dz)dxdy =

∫∫
D١

√
٣dxdy =

√
٣
∫∫

D١

dxdy =
√

٣π

نمره. ۵∫∫∫
W٢

dv =

∫∫
D٢

(

∫ √
٣

√
x٢+y١−٢

dz)dxdy =

∫∫
D٢

(
√

٣ −
√
x٢ + y٢ − ١)dxdy =

نمره. ٣∫ ٢π

٠

∫ ٢

١
(
√

٣r −
√
r٢ − ١r)drdθ = ٢π

(∫ ٢

١

√
٣rdr −

∫ ٢

١
(r٢ − ١)

١
٢ rdr

)
=

٢π

(
(
√

٣r
٢

٢
)٢

١ − (
١
٢
(r٢ − ١) ٣

٢

٣
٢

)٢
١

)
= ٢π(٢

√
٣ −

√
٣

٢
− ٣ ٣

٢

٣
) = π(۴

√
٣ −

√
٣ −

√
٣) = ٢

√
٣π

نمره. ٣
با است برابر W حجم

(٢
√

٣ +
√

٣)π = ٣
√

٣π

نمره. ١
ͬ شود: م حل راحتͬ به سوال نیز زیر انتگرال و استوانه ای مختصات از استفاده با دوم. حل راه

∫ ٢π

٠

∫ √
٣

٠

∫ √
z١+٢

٠
drdzdθ.

‐۶ سوال پاسخ
z =

√
۴ − x٢ − y٢ = g(x, y), D = {(x, y) : x٢ + y٢ ≤ ١}

نمره. ٢
الف:

مساحت =

∫∫
S

dS =

∫∫
D

(√ x٢

۴ − x٢ − y٢ +
y٢

۴ − x٢ − y٢ + ١
)
dxdy

۴



نمره. ٢

=

∫∫
D

√
۴

۴ − x٢ − y٢ dxdy =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠

٢√
۴ − r٢

rdrdθ

نمره. ٢

= ٢π
∫ ١

٠

٢r√
۴ − r٢

dr = ٢π(−٢
√

۴ − r١(٢
٠ = ٢π(۴ − ٢

√
٣)

نمره. ٢
ب:

F (x, y, z) = (x, y, z)

نمره. ١∫∫
S

F · ndσ =

∫∫
D

(x, y, z) ·
( −x√

۴ − x٢ − y٢
,

−y√
۴ − x٢ − y٢

, ١
)
dxdy

نمره. ٣
=

∫∫
D

۴√
۴ − x٢ − y٢

= ٢
∫∫

D

٢√
۴ − x٢ − y٢

= ۴π(۴ − ٢
√

٣)

نمره. ٣ الف. به توجه با

۵






