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١٣٩٧ اسفند ۶

چͺیده

صنعت̞ͬ دانشͽاه در ٩۶-٩٧ تحصیلͬ دوم نیمسال در ٢ عمومͬ ریاضͬ درس تدریس̞ طͬ در رو پیش جزوه ی

جلسه هر جزوه، نگارش در شده اند. برگرفته  استوارت جیمز حسابِ کتاب از مثالها، اکثر است. شده حاصل اصفهان

داشته اهمیت بی خطائͬ حتͬ و ادبی، زیبائͬ رعایت از بیش برایم گذاشتن تارنما به روی و رساندن اتمام به سروقت را

باشند، داشته ویرایش به نیاز و نشده اند نوشته ادبیات بهترین به که شوند یافت جزوه در جملاتͬ بسا چه بنابراین است.

و بخشم بهبودش آن، تدریس بار هر با رو، پیش سالهای در امیدوارم باشد. موجود آن در تایپی اشتباهاتͬ بسا چه و

بیفزایم. آن بر بهتر تمرینهای و مثالها

ͬ کنم م تدریس که را آنچه که است بوده این گرفته ام نظر در خود برای که استانداردی حداقل̞ مدرس، ͷی عنوان به

نوشتن زحمت خود به و کند گوش را درس فقط کلاسم سرِ دانشجو که بͽذارم، دانشجویانم اختیار در مˀدو̰ن صورت به

تخته پای استاد آنچه میان که فهمیده ام باشد. نداشته دویدن جزوه دنبال و نوشتن پریشان و ماندن عقب نگرانͬ و ندهد

هستند کسانͬ که دیده ام همچنین است. فرق آسمان تا زمین گاهͬ ͬ کند م ثبت دفترش در دانشجو آنچه و ͬ نویسد م

چنین استادی خودم دانشجوئͬ زمان در اگر شاید است. دشوار برایشان جزوه نویسͬ و بنویسند سرعت به ͬ توانند نم که

دلسردم و نومید گاهͬ این، بر شده گماشته همتِِ که افسوس اما ͬ کردم. م ستایش را او بود، داده خودش به زحمتͬ

است. بی خبر آنلاین جزوه ی و درس تارنمای موجودیت از ترم، از نیمͬ گذشت از پس دانشجوئͬ که آنگاه است: کرده

و ندهد دیدن» «استاد و آمدن کلاس زحمت خود به دانشجو که شود این موجب جزوه بودن شسته ورˀفته که آنگاه نیز

را مو» «پیچشهای آن و است آن و این جزوه ی کاغذپاره های تحصیل̞ رفتن، دانشͽاه حاصل̞ همه ی که باشد این گمانش

درنیابد. هیچͽاه

دنبال جدیت با و ͬ دارند م دوست را او کلاس که ͬ کند م خوش معدود عده ای به دل همیشه مدرس هر همه، این با

ببخشایند. من بر را ͬ هایش کاست و باشند برده جزوه این از را بهره حداکثر معدود، آن که امیدوارم ͬ کنند. م

به پشتکار و علاقه با را تایپش زحمت که ͬ کنم م تقدیم پیری» «دˀرسا خانم به احترام نهایت با را جزوه این سرآخر،

گرفتند. عهده
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اول جلسه ی ١

را f : R → R تک متغیره ی تابع̧ ͷی شدیم. آشنا متغیره تک توابع انتگرالِ و دیفرانسیل حساب با ١ ریاضͬ درس در

کرد. مطالعه جبری و هندسͬ طریق دو به ͬ توان م

بررسͬ و بحرانͬ نقاط یافتن آن، مشتق محاسبه ی یعنͬ تابع جبری مطالعه ی آن. نمودار رسم یعنͬ تابع این هندسͬ مطالعه ی

شͺل ͬ توان م یعنͬ دارد. وجود رابطه  آن هندسͬ شͺل و تابع مشتق ͬ های ویژگ میان که دیدیم ١ ریاضͬ در مشتق. علامت

زد. حدس آن مشتقات جبری مطالعه ی با تنها را تابع

دو فضای از گذار درس این از ما هدف ͬ پردازیم. م چندمتغیره توابع انتگرال و دیفرانسیل حساب به ٢ ریاضͬ درس در

مانند است توابعͬ چندمتغیره، توابع از منظورمان .n > ٢ برای Rn مانند است، بالاتر ابعاد با فضاهای به R٢ بˀعدیِ

f : Rn → Rm n,m > ٠

(x١, . . . , xn) 7→ (y١, . . . , ym)

ͬ توان م را توابع این زیرا بود؛ خواهیم علاقه مند f : R → R٢ و f : R٢ → R توابع به خاص طور به توابع، این میان از

است. مناسب فضا، در اجسام از بسیاری حرکت ͬͺفیزی مطالعه ی برای سه بعدی فضای کرد. تجسم سه بعدی فضای در

است. شده ساخته z و y ،x محورِ سه توسط R٣ بˀعدی سه فضای

ͬ کنیم: م استفاده راست دست قاعده ی از محورها این ترتیب تعیین برای

٧



f : Rn → توابع به را مشتق پذیری مفهوم سپس و شد خواهیم آشنا R٣ در توابع برخͬ رسم نحوه ی با نخست درس، این در

داد. خواهیم تعمیم Rm

مشتق تعریف برای شما پیشنهاد باشد. دلخواه نقطه ای (a, b) ∈ R٢ و باشد تابع ͷی f : R٢ → R کنید فرض .١ سوال

چیست؟ یادشده نقطه ی در تابع این

ͬ توان م را نقاط ͬͺنزدی در آنها رفتار که هستند توابعͬ ، f : R → R دیفرانسیل پذیرِ توابع که دیدیم ١ ریاضͬ درس در

f : R٢ → R تابع ͷی مشتق مطالعه ی واقع در که دید خواهیم ٢ ریاضͬ در زد. تخمین مماس خطوط رفتار از استفاده با

از استفاده با نیز درس این در مماس. صفحات تغییرات مطالعه ی و مماس صفحات توسط توابع این زدن تخمین یعنͬ

هم زینͬ نقطه ی ماکزیمم، و ͬ موم مین بر علاوه اینجا در زد. خواهیم تخمین را تابع ͷی هندسͬ شͺل مشتق، مطالعه ی

داشت: خواهیم

تصور پارچه ͷی صورت به ͬ توانید م را رویه  ͷی است. رویه ها صورت به f : R٢ → R توابع̧ هندس̞ͬ تجسم .٢ ابهام رفع

ͬ های منحن هستند. مسطح ͬ های منحن صورت به f : R → R٢ توابع اما باشد. داشته هم چروک و چین ͬ تواند م که کنید

 ͬ منحن ͷی هستند). f : R → R٣ مانند توابعͬ فضائͬ ͬ های منحن (و هستند فضائͬ ͬ های منحن از خاصͬ حالت مسطح

رسم را تابع بˀرد فقط فضائͬ، ͬ های منحن رسم در است. درآمده شͺلͬ به فضا در که کنید تصور نخ ͷی ͬ توانید م را فضائͬ

است: شده تولید زیر تابع توسط اول، شͺل کرده ایم. رسم مثال برای فضائͬ منحنͬ ͷی و رویه ͷی زیر، در ͬ کنیم. م

f : R٢ → R

f(x, y) =
٧xy
ex٢+y٢

است: شده تولید زیر تابع توسط دوم شͺل

f : R → R٣

٨



f(t) = (cos(t), sin(t), ٠٫ ١t)

ͬ شویم: م آشنا معادلات برخͬ هندسͬ فضای رسم نحوه ی با نخست سه بعدی، فضای با بیشتر آشنائͬ برای

استوانه ها رسم ١ . ١

است ممͺن ͬ کنیم، م رسم را آنها که معادلاتͬ یعنͬ پرداخت. نخواهیم تابع ها رسم به لزوماً بخش این در که کنید توجه

نباشند. تابع لزوماً

در را زیر مجموعه ی یعنͬ کنید؛ رسم را y = x٢ معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان R٢ بعدی دو فضای در .٣ مثال

بͺشید: R٢

{(x, y) ∈ R٢|y = x٢}

٩



کنید: رسم را زیر مجموعه های R٢ در .۴ مثال

{(x, y)|y < x٢}

{(x, y)|y > x٢}

کنید. رسم بˀعدی سه فضای در را y = x٢ معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .۵ مثال

کنیم: رسم R٣ در را زیر نقاط مجموعه ی ͬ خواهیم م پاسخ.

{(x, y, z)|y = x٢}

١٠



شͺل همان روی نیز (a, a٢, c) دیͽرِ نقطه ی هر آنگاه باشد، واقع نظر مورد شͺل روی (a, a٢, b) نقطه ی اگر .۶ مشاهده

موازی z محور با و بͽذرد p از که خطͬ هر آنگاه شود، واقع ما نظر مورد شͺل روی p نقطه ی اگر دیͽر بیان به بود. خواهد

است. واقع شͺل روی نیز باشد

است: زیر صورت به xy صفحه ی در نظر مورد شͺل تصویر .٧ مشاهده

{(x, y, ٠)|y = x٢}

بالاست. صورت به z = ٠ صفحه ی ما نظر مورد شͺل اشتراک بهتر بیان به

است: زیر صورت به z = ±١, z = ٠ صفحات با ما نظر مورد شͺل اشتراک .٨ مشاهده

١١



است: شده ایجاد y = x٢ منحن̞ͬ بار ͷی ارتفاعͬ هر در واقع در

است. استوانه ͷی از مثالͬ بالا شͺل

ͬ گذرند. م دلخواه منحنͬ ͷی از که است موازی ای خطوط همه ی مجموعه ی استوانه از منظور .٩ تعریف

ͬ دهد. م دست به zها محور موازی استوانه ͷی f(x, y) = ٠ معادله ی

١٢



محور موازی استوانه ͷی f(x, z) = ٠ معادله ی مشابه طور به ͬ شود. م گفته استوانه مولّد منحن̞ͬ f(x, y) = ٠ منحن̞ͬ به

ͬ هد. م بدست y

ͬ دهد. م بدست x محور موازی  استوانه ͷی f(y, z) = ٠ معادله ی همچنین

کنید. رسم را z = sinx معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .١٠ مثال

١٣



١۴



دوم جلسه ی ٢

صحبت ͬ گذرند، م مشخص منحنͬ ͷی از که موازی خطوط از مجموعه ای عنوان به استوانه ها،  درباره ی قبل جلسه ی در

ͬ گیریم. م پی استوانه چند رسم با را بحث کردیم.

کنید. رسم را x٢ + y٢ = ١ استوانه ی .١١ مثال

است. زیر نقاط مجموعه ی رسم هدفمان پاسخ.

{(x, y, z) ∈ R٣|x٢ + y٢ = ١}

است. زیر صورت به z = ٠ صفحه ی روی نظر مورد شͺل تصویر

ͬ شود: م ایجاد z = k, x٢ + y٢ = ١ معادله ی به دایره  ͷی نیز z = k صفحه ی هر در مشابه طور به

است: زیر صورت به استوانه ͷی ما نظر مورد شͺل بنابراین

١۵



کنید. رسم را y٢ − z٢ = ١ استوانه ی .١٢ مثال

.x محور موازی بود خواهد استوانه ای نظر مورد شͺل است، نشده ظاهر بالا معادله ی در x که آنجا از که کنید توجه پاسخ.

هستیم: دبیرستان دوره ی از مطلب چند یادآوری نیازمند دهیم، پاسخ را بالا مثال که آن از پیش

ͬ دهد. م دست به هذلولͬ ͷی yz صفحه ی در y٢

a٢ − z٢

b٢ = ١ معادله ی .١٣ یادآوری

معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان مشابه، طور به

z٢

b٢ − y٢

a٢ = ١

است: زیر صورت به

١۶



ͬ دهند؟ م تشͺیل شͺلͬ چه y٢ − z٢ = ٠ معادله ی در صادق نقاط دانشجویان). از ͬͺی (سوال ١۴ سوال

پاسخ:

y٢ − z٢ = ٠ ⇒ (y − z)(y + z) = ٠ ⇒

y = z

y = −z

x = ٠, y٢ − z٢ = ١ معادله ی از که ͬ شود م ایجاد زیر شͺل x = ٠ صفحه ی در ͬ پردازیم. م بالا مثال حل به حال

است. آمده دست به

زیر استوانه ی به منجر مثال، در شده ذکر معادله ی رو این از و ͬ شود م ایجاد بالا شͺل همان نیز x = k صفحه ی هر در

ͬ شود: م

١٧



کنید. رسم را x٢ + ۴z٢ = ۴ استوانه ی .١۵ مثال

ͬ کنیم. م یادآوری را بیضͬ ͷی رسم روش نخست پاسخ.

کنید: رسم بعدی دو فضای در را زیر معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .١۶ یادآوری

x٢

a٢ +
y٢

b٢ = ١.

ͬ کنیم. م تقسیم ۴ بر را معادله  طرفین نخست ١۵ مثال به پاسخ برای حال

x٢

۴
+ z٢ = ١

است: زیر صورت به شده ایجاده شͺل y = ٠ صفحه ی در

١٨



بود. خواهد زیر صورت به ما نظر مورد استوانه ی قبلͬ، مثالهای مشابه

چند زیر در نیست. آسان کلͬ حالت در بˀعدی سه رویه های رسم شده ایم. آشنا استوانه ها رسم نحوه ی با کنون تا .١٧ توجه

کشید. خواهیم میپل نرم افزار از استفاده با درس، کلاس در را آنها که کرده ایم رسم نمونه برای را رویه

است. معروف میمون» «زین به که z = xy٢ − x٣ معادله ی .١

است. معروف «͹س «زین به که z = xy٣ − yx٣ معادله ی .٢

است. معروف اسب» «زین به که z = x٢ − y٢ معادله ی .٣

x٣ + y٣ + z٣ + ١ = (x+ y + z + ٣(١ معادله ی .۴

.z = sin(xy) معادله ی .۵

،z = xy
١+x٢+y٢ معادله ی .۶

،z = x−y
١+x٢+y٢ معادله ی .٧

(دوران). نیست دشوار چندان معادله این رسم که دید خواهیم قضا از ،z = ln
√
x٢ + y٢ معادله ی .٨

١٩



:١ معادله ی

:٢ معادله ی

:٣ معادله ی

:۴ معادله ی

٢٠



۵ معادله ی

۶ معادله ی

:٧ معادله ی

٢١



:٨ معادله ی

کلمه ی از که کنید توجه کنیم. رسم را دوم درجه ی ضمنͬ معادلات برخͬ هندس̞ͬ مͺان تا کوشید خواهیم آینده بخش در

واقع در نداریم. مستقیم طور به x, y متغیر دو حسب بر را z مقدار زیر معادلات در که کرده ایم استفاده این برای ضمنͬ

نیست. تابع ͷی لزوماً ͬ کنیم م رسم آنچه

دوم درجه ی رویه های رسم ٢ . ١

ͬ شود: م ایجاد زیر صورت به معادله ای با که است رویه ای دوم، درجه ی رویه ی ͷی از منظور

Ax٢ +By٢ + Cz٢ +Dxy + Exz + Fyz +Gx+Hy + Iz + J = ٠

ͬ گیرد. م قرار عدد بالا در انگلیسͬ بزرگ حروف جای .١٨ توجه

نامیده ایم). دوم درجه ی را معادله علت، همین به (و نداریم بالا در xyz شامل عبارتͬ .١٩ توجه

برد. بین از را xy و yz ،xz ضرایب ͬ توان م انتقال و دوران خطͬ تبدیل های از استفاده با .٢٠ توجه

٢٢



است: زیر صورت های از ͬͺی به ͬ شود م حاصل بالا معادله ی از که شͺلͬ .٢١ توجه

ͬ کنیم. م تحلیل ͬͺی ͬ ͺی را بالا معادلات زیر در

ͬ وار بیض ٢ . ٢

است. برابر هم با مبدأ تا آنها فاصله ی که است نقاطͬ مجموعه ی xy صفحه ی در دایره ͷی از منظور .٢٢ یادآوری

{(x, y)|
√

x٢ + y٢ = r}

است: زیر صورت به xy صفحه ی در دایره ͷی معادله ی پس

x٢ + y٢ = r٢

فاصله ی که) کنید (ثابت است. برابر هم با مبدأ تا آنها فاصله ی که (x, y, z) ∈ R٣ مانند است نقاطͬ مجموعه ک͒ره از منظور

با است برابر مبدأ تا (x, y, z) √نقطه ی
x٢ + y٢ + z٢.

٢٣



است: زیر صورت به مختصات مبدأ مرکزِ به ک͒ره ͷی کلͬ معادله ی پس

x٢ + y٢ + z٢ = r٢

کنید. رسم را x٢ + y٢ + z٢ = ١ معادله ی از حاصل رویه ی .٢٣ مثال

ͬ شود. م ایجاد x٢ + y٢ = ١ معادله ی با دایره ͷی شͺل z = ٠ صفحه ی در پاسخ.

.z = ٠, x٢ + y٢ = ١ از است عبارت بالا دایره ی معادله ی

ͬ شود: م ایجاد نقطه ͷی تنها z = ±١ صفحه های در

z = ±١ ⇒ x٢ + y٢ = ٠ ⇒ (x, y) = (٠, ٠)

ͬ شود. نم ایجاد شͺلͬ هیچ z = k > ١ صفحه های در

z = ٢ ⇒ x٢ + y٢ = −٣ ⇒ نداریم. نقطه ای هیچ

ͬ شود: م ایجاد دایره ͷی نیز x = ٠ صفحه ی در

x = ٠ ⇒ y٢ + z٢ = ١

٢۴



ͬ شود. م ایجاد زیر دایره ی نیز y = ٠ صفحه ی در ترتیب همین به

y = ٠ ⇒ x٢ + z٢ = ١

بود: خواهد زیر صورت به نیز کلͬ شͺل

کنید. رسم را زیر معادله ی در صادق شͺل .٢۴ مثال

x٢

a٢ +
y٢

b٢ +
z٢

c٢ = ١

٢۵



پاسخ.

z = ٠ ⇒ x٢

a٢ +
y٢

b٢ = ١

z = c ⇒ x٢

a٢ +
y٢

b٢ = ٠

x = ٠ ⇒ y٢

b٢ +
z٢

c٢ = ١

y = ٠ ⇒ x٢

a٢ +
z٢

c٢ = ١

١ ͬ شود. م نامیده ͬ وار بیض بالا شͺل

بود. خواهد ک͒ره ͷی حاصل شͺل a = b = c اگر .٢۵ توجه

بیضوی ͬ وار سهم ٢ . ٣

کنید. رسم را z = x٢ + y٢ معادله ی از حاصل شͺل .٢۶ مثال

پاسخ.

z = ٠ ⇒ x٢ + y٢ = ٠ ⇒ (x, y) = ٠.

z < ٠ ⇒ ͬ شود. نم ایجاد شͺلͬ

z = ١ ⇒ x٢ + y٢ = ١

z =
١
٢
⇒ دایره

x = ٠ ⇒ z = y٢

١ellipsoid

٢۶



y = ٠ ⇒ z = x٢

ͬ شود. م منجر شͺل به بالا معادله ی مجموعاً و

٢٧



را آن مختصات و کنید مشخص دقیق را محورها با شͺل تلاقͬ محل که داریم انتظار شما از اشͺال رسم در .٢٧ توجه

بنویسید.

(a, b, c > ٠ که کرده ایم (فرض کنید. رسم را z
c
= x٢

a٢ +
y٢

b٢ معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .٢٨ مثال

پاسخ.

z = ٠ ⇒ (x, y) = ٠

x = ٠ ⇒ z =
c

b٢y
٢

به سهمͬ توسط و ͬ شوند م بزرگتر و بزرگتر که ͬ هائͬ بیض صورت به کرد. مجسم ͬ توان م صورت دو به را بالا شͺل

بالا در که کنید توجه ͬ کنند. م ایجاد را ظرف شͺل و ͬ روند م بالاتر و بالاتر دارند که ͬ هائͬ سهم توسط یا شده اند؛ وصل هم

ͬ یابد. م ادامه صورت همین به بی نهایت تا شͺل که فرض این با کشیده ایم، را شͺل از مقطعͬ تنها

برای تلسͺوپها، در ͬ آید. درم بیضوی ͬ وار سهم ͷی شͺل به مرکز حول دوران اثر در ظرفͬ، نوع هر در مایعͬ هر .٢٩ توجه

مایعهای و اینچنین تلسͺوپهای دیدن برای ͬ کنند. م تولید را خود نظر مورد عدسͬ جیوه، دوران با هزینه ها، در صرفه جوئͬ

است!) فیلتر یوتیوب متأسفانه چند (هر کنید مراجعه زیر پیوندهای به دوران، تحت

https://www.youtube.com/watch?v=Zip9ft1PgV0

https://www.youtube.com/watch?v=oY4zeQA1hD0

https://www.youtube.com/watch?v=Q5Cr9P-Q88Y

https://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_mirror_telescope

٢٨

https://www.youtube.com/watch?v=Zip9ft1PgV0
https://www.youtube.com/watch?v=oY4zeQA1hD0
https://www.youtube.com/watch?v=Q5Cr9P-Q88Y
https://en.wikipedia.org/wiki/Liquid_mirror_telescope


چهارشنبه سوم، نیم جلسه ی ٣

با شعاعشان که کرد تصور دوایری مجموعه ی ͬ توان م را z = x٢ + y٢ معادله ی به رویه ی که گفتیم قبل جلسه ی پایان در

که کرد تصور نیز  ͬ ͬ هائ سهم مجموعه ی همچنین ͬ توان م را رویه  این ͬ شود. م بیشتر و بیشتر z محور سوی در رفتن پیش

ͬ شوند: م باریͺتر ͬ روند م بالاتر چه هر

آورده ایم. نظر مورد رویه ی به کردن نگاه برای نیز دیͽری روش زیر در

بنویسید. را z محور حول z = f(y) منحنͬ دوران از حاصل رویه ی معادله ی .٣٠ سوال

٢٩



z = از است عبارت نظر مورد رویه ی معادله ی داده ایم)  درس کلاس در که توضیحاتͬ (و بالا اَشͺالِ به توجه با

.f(
√
x٢ + y٢)

از است عبارت z محور حول f(z, y) = ٠ ضمنͬ معادله ی به منحنͬ دوران از حاصل رویه ی معادله ی کلͬ طور به

f(z,
√

x٢ + y٢) = ٠

نوشت: ͬ توان م زیرا ͬ شود؛ م ایجاد z محور حول ( z = x٢ (یا z = y٢ منحنͬ دوران از z = x٢ + y٢ رویه ی .٣١ مثال

z = (
√
x٢ + y٢(٢ = f(

√
x٢ + y٢)

کنید. رسم را زیر رویه های .٣٢ مثال

z = ln(
√
x٢ + y٢) .١

دهید: قرار

f(
√

x٢ + y٢) = ln(
√
x٢ + y٢).

ͬ شود. م ایجاد z محور حول z = ln(y) منحنͬ دوران از نظر مورد رویه ی شد، گفته آنچه به بنا

٣٠



ͬ شود. م ایجاد z محور حول (y > ٠ (برای z = ey منحنͬ دوران از نیز رویه این z؛ = e
√

x٢+y٢ .٢

عبارت، این در ͬ رسیم؛ م f(t١,±
√
t٣

٢ + t٢
٢) = ٠ رویه ی به t١ محور حول f(t١, t٢) = ٠ منحنͬ دوران از .٣٣ توجه

کنید! تفسیر را جمله این .ti ̸= tj ∈ {x, y, z} داریم i ̸= j برای

مخروطها ٣ . ١

کنید. رسم را زیر معادله ی به رویه .٣۴ مثال

z٢ = x٢ + y٢

اول. روش پاسخ.

٣١



است: زیر صورت به بالا شͺل های تلفیق حاصل

کشیده ایم: زیر صورت به رایانه ای نرم افزارهای با را نظر مورد رویه ی

دوران از نظر مورد شͺل بنابراین z٢ = (
√
x٢ + y٢(٢ نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را نظر مورد معادله ی دوم. روش

ͬ شود. م ایجاد z محور حول z = ±y منحنͬ دو دوران از دیͽر بیان به ͬ شود؛ م ایجاد z محور حول z٢ = y٢ منحنͬ

٣٢



است: زیر صورت به مخروط ͷی کلّ̞ͬ معادله ی

z٢

c٢ =
x٢

a٢ +
y٢

b٢

یͺپارچه ͬ وارِ هذلول ٣ . ٢

کنید. رسم را z٢ + ١ = x٢ + y٢ معادله به رویه  ی .٣۵ مثال

پاسخ.

x = ٠ ⇒ y٢ − z٢ = ١

y = ٠ ⇒ x٢ − z٢ = ١

٣٣



است: زیر صورت به بالا شͺل چهار تلفیق نتیجه ی

است: زیر صورت به نیز رویه نرم افزاری شͺل

کنید. رسم دوران از استفاده با را بالا شͺل .١ تمرین

٣۴



پاسخ.

z٢ + ١ = (
√
x٢ + y٢(٢

دوران از دیͽر بیان به ͬ شود؛ م حاصل (z٢ + ١ = x٢ (یا z٢ + ١ = y٢ معادله ی به منحنͬ دوران از نظر مورد رویه ی پس

ͬ گویند. م ٢ یͺپارچه هذلولوی حاصل شͺل به هذلولͬ. ͷی

است: زیر صورت به یͺپارچه هذلولوی کلّ̞ͬ معادله ی

z٢

c٢ + ١ =
x٢

a٢ +
y٢

b٢

معادله ی به تا ͬ کنیم، م تقسیم ٢ بر را طرفین z٢ +٢ = x٢ + y٢ معادله ی رسم برای دانشجویان) از ͬͺی (سوال .٣۶ توجه

برسیم. بالا استاندارد
z٢

(
√

٢(٢
+ ١ =

x٢

(
√

٢(٢
+

y٢

(
√

٢(٢

٢Hyperboloid of one sheet

٣۵



شنبه چهارم، جلسه ی ۴

ͬ کنیم: م یادآوری را قبل جلسه ی از مطلبی نخست

کنید. رسم را z = e
√

x٢+y٢ رویه ی .٣٧ توجه

توجه باید نیز نکته این به ͬ آید. م بدست z محور حول z = ey منحنͬ دوران از بالا رویه ی کرده ایم ثابت آنچه به بنا

شود. گرفته نظر در y > ٠ باید تابع، ضابطه ی به بنا که کرد

z = f(
√

x٢ + y٢) = f(y)

دهیم: دوران z محور حول را y > ٠ برای z = ey منحنͬ باید

دوپارچه ͬ وار هذلول ١ . ۴

کنید. رسم را زیر معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .٣٨ مثال

x٢

a٢ +
y٢

b٢ =
z٢

c٢ − ١

پاسخ.

فرض̞ با را شͺل .٣٩ توجه

a = b = c = ١

٣۶



ͬ کنیم. م رسم را زیر معادله ی دیͽر بیان به ͬ کنیم؛ م رسم

x٢ + y٢ = z٢ − ١

ͬ شود. نم ایجاد شͺلͬ هیچ z ∈ (−١, ١) فاصله ی در

داریم. را  (x, y) = (٠, ٠) نقطه ی تنها z = ±١ در

داریم: را دایره ͷی معادله ی z = k > ١ برای

داریم: x = ٠ صفحه ی در داریم. دایره نیز z = k < −١ برای

z٢ − y٢ = ١

:x = ١ صفحه ی در

x = ١ ⇒ z٢ − y٢ = ٢ ⇒ z٢

(
√

٢(٢
− y٢

(
√

٢(٢
= ١

کرده ایم: رسم را x = ١, x = ١
٢ صفحات در شده ایجاد تصاویر زیر در

ͬ گذاریم. م شما عهده ی به را y مختلف مقادیر برای بالا شͺل تحلیل

است: زیر صورت به کلͬ شͺل

٣٧



کشیده ایم: a, b, c دلخواه مقادیر برای را شͺل زیر در

و zx صفحه ی موازی ͬ های هذلول حرکت با شͺل این ͬ شود. م گفته ٣ پارچه دو هذلولوی وار ͷی آمده بدست شͺل به

است. شده ایجاد zy محور موازی ͬ های هذلول حرکت

معادله ی سه رسم .١ جمعبندی
x٢ + y٢ = z٢

x٢ + y٢ = z٢ + ١

x٢ + y٢ = z٢ − ١

است: زیر صورت به همزمان صورت به مختصات دستگاه ͷی در

٣hyperboloid of two sheets

٣٨



هذلولوی ͬ وار سهم ٢ . ۴

کنید. رسم را زیر معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .۴٠ مثال

z = y٢ − x٢

پاسخ.

z = ٠ ⇒ y٢ − x٢ = ٠ ⇒ (y − x)(y + x) = ٠ ⇒

y = x

y = −x

٣٩



z = ١ ⇒ y٢ − x٢ = ١

z =
١
٢
⇒ y٢

٢
− x٢

٢
= ١

z = −١ ⇒ x٢ − y٢ = ١

z = −١
٢
⇒ x٢

٢
− y٢

٢
= ١

است: زیر صورت به بالا شͺل سه تلفیق

است: زیر صورت به کلͬ شͺل

۴٠



مقادیر ازای به بالا، درشͺل که است جالب توجه نکته این ͬ شود. م گفته ۴ هذلولوی ͬ وار سهم حاصل شͺل به

کم با ͬ ها هذلول این ͬ شوند. م باز y محور سمت به که داریم xy صفحه ی موازی هذلولͬ سری ͷی z = k > ٠

موازی ͬ هائͬ هذلول z = k < ٠ در آن از پس داریم. متقاطع خط دو z = k = ٠ در که این تا ͬ کنند م تغییر k مقدار شدن

ͬ شوند. م باز x محور سمت به که داریم xy صفحه ی

است: زیر شͺل به z = x٢ − y٢ معادله ی نمودار .۴١ توجه
۴hyperbolic paraboloid

۴١



است: زیر شͺل به هذلولوی ͬ وار سهم کلͬ معادله ی

z

c
=

y٢

b٢ − x٢

a٢ c > ٠

این از پیش کنید. مراجعه استوارت کتاب  (١٢-۶ (بخش ٨٨٠ صفحه ی به درس، بخش این درباره ی تمرین حل برای

ͬ گذاریم. م باقͬ شما برای نیز نشده حل تمرین چند و ͬ کنیم م حل هم با تمرین چند شویم خارج بخش این از که

تمرینها و مثالها ٣ . ۴

کنید. رسم را رویه آورده در استاندارد شͺل به را x٢ + y٢ − ٢x− ۶y − z + ١٠ = ٠ معادله ی .۴٢ مثال

۴٢



پاسخ.

(x− ٢(١ + (y − ٢(٣ = z

ͷی حاصل شͺل دهیم. انتقال (١, ٣, ٠) بردارِ راستای در را z = x٢ + y٢ رویه ی است کافͬ بالا، رویه ی رسم برای

است. ͬ وار سهم

را رویه  نام و کنید رسم را رویه آورده در استاندارد شͺل به را x٢ − y٢ − z٢ − ۴x− ٢z + ٣ = ٠ معادله ی .۴٣ مثال

کنید. ذکر

پاسخ.

(x− ٢(٢ − ۴ + ٣ = y٢ + (z + ٢(١ − ١ ⇒ (x− ٢(٢ = y٢ + (z + ٢(١

بردار راستای در را x٢ = y٢ + z٢ مخروط˼ آن، رسم برای هاست. x محور موازی مخروط ͷی معادله ی بالا، معادله ی

ͬ دهیم. م انتقال (٢, ١−,٠)

۴٣



بنویسید. را رویه نام و کنید رسم را x٢ + ٢y − ٢z٢ = ٠ معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .۴۴ مثال

پاسخ.

x٢ − ٢z٢ = −٢y ⇒ y = z٢ − x٢

٢
y = ٠ صفحه ی در ͬ کنیم: م توجه زیر نکات به راحتتر رسم برای است. هذلولوی ͬ وار سهم ͷی معادله ی بالا، معادله ی

داریم:

٢z٢ = x٢ ⇒ z = ±
√

٢
٢

x

۴۴



داریم: هذلولوی ͷی y = ١ صفحه ی در و

z٢ − x٢

٢
= ١

است: زیر صورت به نیز کلͬ شͺل

۴۵



کنید. معین را محورها با شͺل تقاطع نقاط کنید. ذکر را آنها نام و کنید رسم را زیر رویه های .٢ تمرین

y٢ = x٢ + ١
٩z

٢ .١

x٢ − y٢ − z٢ − ۴x− ٢z + ٣ = ٠ .٢

x٢ − y٢ + z٢ − ۴x− ٢z = ٠ .٣

۴x٢ − y + ٢z٢ = ٠ .۴

y٢ = x٢ + ۴z٢ + ۴ .۵

بیابید. را x محور حول y =
√
x منحنͬ دوران از حاصل معادله ی .۴۵ مثال

کنید. رسم را ١ ⩽ z ⩽ ٢ برای را x٢ + y٢ = ١ و z =
√
x٢ + y٢ رویه های بین شده محاط ناحیه ی .۴۶ مثال

است: زیر صورت به ١ ⩽ z ⩽ ٢ در x٢ + y٢ = ١ معادله ی شͺل پاسخ.

است: زیر صورت به ١ ⩽ z ⩽ ٢ در z٢ = x٢ + y٢ معادله ی شͺل

۴۶



است: زیر صورت به شͺل دو این تلفیق از حاصل شͺل

شما! عهده ی به نظر، مورد ناحیه  ی زدن هاشور

کنید. رسم ͬ کند م مشخص معادله ی آن که را رویه ای و بنویسید دوم درجه ی از دلخواه معادله ی ͷی .٣ تمرین

کنید. رسم را z = ٢ − x٢ − y٢ و z = x٢ + y٢ ͬ وارهای سهم توسط شده محاط ناحیه ی .۴٧ مثال

است: زیر شͺل به z = x٢ + y٢ معادله ی پاسخ.

۴٧



است: زیر شͺل به نیز z = ٢ − x٢ − y٢ معادله ی و

x٢ + y٢ = ٢ − z

ͬ گیرند: م قرار زیر صورت به مختصات دستگاه ͷی روی شͺل دو

شما! عهده ی به اشتراک، ناحیه ی تعیین

بنویسید. را z محور حول z = ٢y منحن̞ͬ دورانِ از حاصل شͺل معادله ی .۴ تمرین

.(−١, ٠, نقطه ی(٠ از آنها فاصله ی با است برابر x = ١ صفحه ی از آنها فاصله ی که بیابید را نقاطͬ هندسͬ مͺان .۵ تمرین

کنید. ذکر را نظر مورد رویه ی نام

تا فاصله شان برابر دو x محور تا آنها فاصله ی که است شده تشͺیل نقاطͬ تمام از که بیابید را رویه ای معادله ی .۶ تمرین

کنید. ذکر را نظر مورد رویه ی نام است. yz صفحه ی

نقطه ی از (که زیر خط دو که دهید نشان باشد. واقع z = y٢ − x٢ رویه ی روی (a, b, c) نقطه ی که کنید فرض .٧ تمرین

۴٨



واقعند: رویه این روی ͬ گذرند) م یادشده

(a, b, c) + t(١, ١, ٢(b− a)) (a, b, c) + t(٢−,١−,١(b+ a))

کرد! رسم خط کش با ͬ توان م را نظر مورد رویه ی واقع در

کنید. مطالعه بیشتر این باره در زیر پیوند در

https://en.wikipedia.org/wiki/Ruled_surface

متغیره دو توابع ۴ . ۴

نقطه ی ͷی به را D ⊆ R٢ مجموعه ی ͷی در (x, y) نقطه ی هر که f مانند است ضابطه ای متغیره دو تابع ͷی از منظور

ͬ برد. م z ∈ R یͺتای

f : D ⊆ R٢ → R

(x, y) 7→ f(x, y)

ͬ خوانیم. م تابع دامنه ی را D مجموعه ی

ͬ خوانیم. م تابع بˀردِ را مجموعه زیر

{f(x, y) ∈ R|(x, y) ∈ D}

کنید. محاسبه (٣, ٢) را آن مقدار و کنید رسم را زیر تابع دامنه ی .۴٨ مثال

f(x, y) =

√
x+ y + ١
x− ١

پاسخ.

D = {(x, y) ∈ R٢|x+ y + ١ ⩾ ٠, x ̸= ١}

۴٩

https://en.wikipedia.org/wiki/Ruled_surface


شما! عهده ی به شده داده نقطه  ی در تابع مقدار محاسبه ی نیست. دامنه جزو x = ١ خط که کنید توجه

۵٠



دوشنبه پنجم، جلسه ی ۵

ͬ کنیم. م ذکر گذشته مباحث درباره ی را نکته دو توابع، بحث دادن ادامه ی از پیش

که کنید توجه زیر نکته های به z = y٢ − x٢ معادله ی رسم برای .۴٩ توجه

باشد، z محور راستای در سوارکار سر ‐

باشد. y محور راستای در اسب حرکت جهت ‐

کنید: رسم را زیر معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان .۵٠ مثال

y = x٢ − z٢ .١

۵١



x = y٢ − z٢ .٢

ͬ کنیم: م حل دوران بحث از نیز مثال چند

را آن و کنید مشخص را رویه نوع بنویسید، را x محور حول y =
√
x منحنͬ دوران از حاصل رویه ی معادله ی .۵١ مثال

کنید. رسم

باشیم: داشته اگر پاسخ.

f(x, y) = y −
√
x = ٠

ͬ آید: م بدست زیر معادله ی x محور حول f(x, y) دوران از آنگاه

f(x,±
√

y٢ + z٢) = ±
√
y٢ + z٢ −

√
x = ٠

داریم: نتیجه در ماست. مدنظر
√
y٢ + z٢ مثبت مقادیر است، y > ٠ آنکه دلیل به اولیه معادله ی به توجه با

√
x =

√
y٢ + z٢

داریم: برسانیم ٢ توان به را معادله طرف دو اگر

x = y٢ + z٢

است. ͬ وار سهم حاصل شͺل

۵٢



توابع مبحث ادامه ی ١ . ۵

کنید: رسم و مشخص را زیر توابع دامنه ی .۵٢ مثال

f(x, y) = x ln(y٢ − x) .١

پاسخ.

نوشت: ͬ توان م دیͽری شͺل به را بالا معادله ی .۵٣ توجه

z = x ln(y٢ − x)

است. y و x متغیرهای به وابسته متغیر z و هستند مستقل متغیرهای y و x معادله این در

باشیم: داشته باید ln تابع دامنه ی به بنا

y٢ − x > ٠

است. R نیز تابع برد

g(x, y) =
√

٩ − x٢ − y٢ .٢

۵٣



پاسخ.

D = {(x, y) ∈ R٩|٢ − x٢ − y٢ ⩾ ٠}

داریم: پس

D = {(x, y)|x٢ + y٢ ⩽ ٩}

Range(g) = [٠, ٣]

است: زیر صورت به آن شͺل کنیم رسم را تابع بخواهیم اگر

باشیم داشته (اگر شود رسم باید کره بالائͬ بخش تنها z > ٠ که آنجا از که کنید توجه

z = −
√

٩ − x٢ − y٢

است:) زیر صورت به رویه شͺل آنگاه

۵۴



ͬ نامیم. م f تابع گراف را زیر مجموعه ی باشد. تابع ͷی f : R٢ → R کنید فرض .۵۴ تعریف

Γ(f) = {(x, y, z) ∈ R٣|(x, y) ∈ Dom(f), z = f(x, y)}

کنید. رسم را زیر تابع گراف .۵۵ مثال

f(x, y) = ۶ − ٣x− ٢y

پاسخ.

است. (a, b, c) نرمالِ بردار با صفحه ͷی معادله ی ax+ by + cz = d معادله ی .۵۶ یادآوری

کنند. صدق z = ۶ − ٣x− ٢y معادله ی در که کنیم پیدا نقطه سه کافیست

(٠, ٠, ۶) (٠, ٣, ٠) (٢, ٠, ٠)

کنید: رسم را آن گراف و کنید مشخص را زیر تابع برد و دامنه .۵٧ مثال

h(x, y) = ۴x٢ + y٢

۵۵



پاسخ.

D(h) = R٢

range(h) = R⩾٠

z = ۴x٢ + y٢ = (٢x)٢ + y٢

است: معادله  کدام به مربوط زیر شͺل کدام بزنید حدس .۵٨ مثال

f(x, y) = (x٢ + ٣y٢)e−x٢−y٢ .١

f(x, y) = sinx+ sin y .٢

f(x, y) = sinx sin y
xy

.٣

۵۶



تراز ͬ های منحن ٢ . ۵

ارتفاعهای در زمین روی عوارض که ͬ کنند م مشخص نقشه ها، این در شنیده اید. ͷتوپوگرافی نقشه های درباره ی احتمالا˟ 

گذاشته ایم: را نقشه هائͬ چنین از نمونه ͷی زیر در صورتند. چه به مشخص

گفته f تابع برای تراز منحنͬ ͷی xy صفحه ی در f(x, y) = k منحن̞ͬ هر به باشد. تابع ͷی z = f(x, y) کنید فرض

ͬ کنند. م رسم xy دوبعدیِ فضای در همزمان صورت به را تابع ͷی تراز ͬ های منحن مجموعه ی ͬ شود. م

۵٧



داریم: متفاوت مفهوم دو .۵٩ توجه

۵ کردیم) تعریفشان بالا در (که تراز ͬ های منحن .١

z = f(x, y) تابع̧ نمودار با z = k صفحاتِ اشتراگیری از که هستند فضائͬ ͬ هائͬ (منحن ۶ هم مسیر ͬ های منحن .٢

ͬ کنند). م رسم R٣ فضای در را ͬ ها منحن این که است این تراز ͬ های منحن با ͬ ها منحن این تفاوت ͬ شوند. م ایجاد

کنید. رسم z = ١±,٠
٢ ,±١ ازای به را z = y٢ − x٢ تابع تراز ͬ های منحن .۶٠ مثال

پاسخ.

z = ١ ⇒ y٢ − x٢ = ١

z = −١ ⇒ x٢ − y٢ = ١

z = ٠ ⇒ y٢ − x٢ = ٠ ⇒ (y − x)(y + x) = ٠ ⇒

y = x

y = −x

z =
١
٢
⇒ y٢

١
٢
− x٢

١
٢

= ١

z = −١
٢
⇒ x٢

١
٢
− y٢

١
٢

= ١

است: زیر صورت به بالا تابع تراز ͬ های منحن کاملتر نقشه ی

۵level curves
۶contour maps

۵٨



کرده ایم: رسم را بالا تابع با هم مسیر ͬ های منحن زیر در

کنید. رسم را زیر تابع تراز ͬ های منحن .۶١ مثال

z =
−٣y

x٢ + y٢ + ١

پاسخ.

z = ٠ ⇒ y = ٠ ⇒ x محور

z = ١ ⇒ x٢ + (y +
٣
٢
)٢ =

۵
۴

z = −١ ⇒ x٢ + (y − ٣
٢
)٢ =

۵
۴

z = ٢ ⇒ x٢ + (y +
٣
۴
)٢ − ٩

١۶
+ ١ = ٠

۵٩



نداریم. شͺلͬ z = ٢ در پس ندارد. جوابی بالا معادله ی

z =
١
٢
⇒ x٢ + y٢ + ١ + ۶y = ٠ ⇒ x٢ + (y + ٢(٣ = ٨

z = −١
٢
⇒ x٢ + y٢ + ١ + ۶y = ٠ ⇒ x٢ + (y − ٢(٣ = ٨

۶٠



کنید. رسم را زیر تابع تراز ͬ های منحن .۶٢ مثال

f(x, y) = ۶ − ٣x− ٢y

پاسخ.

z = ١ ⇒ ٣x+ ٢y = ۵

z = ٢ ⇒ ٣x+ ٢y = ۴

z = ٣ ⇒ ٣x+ ٢y = ٣

۶١



۶٢



کنید: وصل آنها تراز ͬ های منحن به را رویه ها و رویه ها به را معادله ها است. استوارت کتاب از زیر تمرین

۶٣



چهارشنبه ششم، نیم جلسه ی ۶

سوال پاسخ ١ . ۶

دسته بندی که معادله هائͬ جزو معادله این کنیم؟ رسم چͽونه را z = y + x٢ معادله ی دانشجویان). (سوال ۶٣ سوال

نیست. کرده ایم

یافته دوران که است استوانه  ͷی معادله ی حقیقت در اما نیست، شده دسته بندی معادله های جزو ظاهر به بالا معادله ی

آن از (که باشیم داشته z = x٢ + y٢ معادله ی درباره ی مشاهده ͷی بیائيد گوئيم، پاسخ را سوال این آنکه از پیش است.

کرد). خواهیم استفاده z = y + x٢ معادله ی رسم برای مشاهده 

.۶۴ مشاهده

z = x٢ + y٢

بͽیرید: نظر در y = k صفحاتِ روی شده ایجاد تصاویر

y =
١
٢
⇒ z = x٢ +

١
۴

y = ١ ⇒ z = x٢ + ١

y =
٣
٢
⇒ z = x٢ +

٩
۴

روی ͬ رسیم. م نظر مورد شͺل به کنیم رسم را y = k صفحاتِ همه ی روی شده ایجاد تصاویر همزمان اگر واقع در

اندازه ی به y = k صفحه ی روی است کافͬ منحنͬ، این رسم برای ͬ شود. م ایجاد z = k٢ + x٢ منحن̞ͬ y = k صفحه ی

نقطه ی ترین پائین (یعنͬ کنیم رسم را z = x٢ منحن̞ͬ آنجا، از و برویم بالا z محور سمت به (٠, k) نقطه ی از شروع با k٢

صفحه این اشتراک نقطه ی است کافͬ y = k صفحه ی روی رفتن بالا k٢ اندازه ی به برای باشد). z = k٢ نقطه ی سهمͬ،

بͽیریم. نظر در (zx صفحه ی (در z = x٢ منحنͬ با را

ͬ گوئيم: م پاسخ را نظر مورد سوال حال

کنید. رسم را z = y + x٢ رویه ی .۶۵ مثال

۶۴



استوانه ی ͷی پس ͬ شود. م ایجاد z = y خط˼ روی z = x٢ ͬ های سهم کشیدنِ از بالا) مشابه توضیحͬ (با شͺل این

است. z = y, x = ٠ خط˼ موازیِ

پاسخ.

است: زیر صورت به z = x+ y٢ معادله ی در صادق نقاط هندسͬ مͺان مشابه، طور به

تراز ͬ های منحن مبحث ادامه ی ٢ . ۶

کنید. رسم را زیر تابع های تراز ͬ های منحن .۶۶ مثال

h(x, y) = ۴x٢ + y٢ + ١ .١

پاسخ.

z = ۴x٢ + y٢ + ١

ͬ شود. نم ایجاد شͺلͬ z < ١ در

z = ١ ⇒ (x, y) = (٠, ٠)

z = ٢ ⇒ ۴x٢ + y٢ = ١ ⇒ x٢

١
۴
+ y٢ = ١

۶۵



z = ۵ ⇒ ۴x٢ + y٢ = ۴ ⇒ x٢ +
y٢

۴
= ١

داریم: را زیر سهمͬ x = ٠ صفحه ی در بالا، معادله ی در .۶٧ xتوجه = ٠

z = f(y) = y٢ + ١

در را نکته این .f ′(y) = ٠ داریم نقطه این در پس است. یادشده سهمͬ برای نسبی ͬ موم مین ͷی (٠, ٠, ١) نقطه ی

کرد. خواهیم بررسͬ مفصلا́ جزئͬ مشتقهای بخش

z = xy .٢

پاسخ.

z = ٠ ⇒ xy = ٠

.y = ٠ یا x = ٠ داریم: z = ٠ در پس

z = ١ ⇒ xy = ١ ⇒ y =
١
x

z = −١ ⇒ xy = −١ ⇒ y = −١
x

z = ٢ ⇒ xy = ٢ ⇒ y =
٢
x

۶۶



سوال پاسخ ٣ . ۶

کنید. رسم را xy = ١ و z = xy رویه ی دو

کنید. رسم را xy = ١ رویه ی .۶٨ سوال

منحن̞ͬ آن مقطع سطح که ،z محور موازی است استوانه ͷی پس ندارد. بستگͬ z به بالا، معادله ی که کنید توجه پاسخ.

است. y = ١
x

کنید. رسم را z = xy رویه ی .۶٩ سوال

(یعنͬ دهیم دوران θ اندازه ی به همزمان بطور را y و x محورهای اگر آموخته اید) دبیرستان دوره ی در که طور (همان پاسخ.

داریم: دهیم): دوران ساعت عقربه های جهت خلاف در θ اندازه ی به را xy xصفحه ی
y

 =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ


x′

y′


۶٧



θ =
π

۴
⇒ x =

√
٢

٢
x′ −

√
٢

٢
y′ ⇒ x =

√
٢

٢
(x′ − y′)

y =

√
٢

٢
(x′ − y′)

z = xy ⇒ z =

√
٢

٢
(x′ − y′)×

√
٢

٢
(x′ + y′) =

١
٢
(x′٢ − y′٢)

است: زیر صورت به جدید معادله ی پس

z =
١
٢
(x′٢ − y′٢)

(تصویر ͬ آید م دست به xy صفحه ی روی درجه ۴۵ اندازه ی به z = x٢ − y٢ هذلولویِ ͬ وار سهم دورانِ از بالا شͺل پس

کشیده ایم). بالا در تراز ͬ های منحن مثال در را نظر مورد

کنید: رسم رایانه ای نرم افزارهای از استفاده با را زیر توابع تراز ͬ های منحن .٧٠ سوال

f(x, y) = ٧xy
ex٢+y٢ .١

۶٨



f(x, y) = ٧y
x٢+y١+٢ .٢

۶٩



تمرین ۴ . ۶

کنید: رسم را زیر توابع تراز ͬ های منحن .٨ تمرین

f(x, y) = ln(x٢ + y٢) •

f(x, y) = y
x٢+y٢ •

٧٠



پیوستگͬ و حد ۵ . ۶

کنید فرض

f : R٢ → R

ͬ گوئیم م باشد. تابع ͷی

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

(a, b) به کافͬ اندازه ی به (x, y) آنکه شرط به کرد، ͷنزدی L به دلخواه اندازه ی هر به بتوان را f(x, y) مقادیر هرگاه

شود. ͷنزدی

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L ⇐⇒

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠
(
∀x, y ازδباشد) ,a)کمتر b)از(x, y)فاصله ی → ازϵشود (فاصله یzازLکمتر

)
⇐⇒ ∀ϵ ∃δ > ٠ ∀x, y

(√
(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ → |f(x, y)− L| < ϵ

)
داد. خواهیم توضیح دوباره آینده جلسه ی در را مطلب این

٧١



شنبه هفتم، جلسه ی ٧

پیوستگͬ و حد ادامه ی ٧ . ١

باشد، تابع ͷی f : R٢ → R که کنید فرض

L به دلخواه اندازه ی هر به f(x, y) مقادیر هرگاه L با است برابر ͬ کند م میل (a, b) به (x, y) وقتͬ f تابع حدّ ͬ گوییم م

باشد: شده ͷنزدی (a, b) به کافͬ اندازه ی به (x, y) که شرطͬ به شوند، ͷنزدی

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠

(
∀

(x,y)یا
x, y

(
باشد δ(ϵ) از کمتر (a, b) از (x, y) فاصله ی اگر → |f(x, y)−L| < ϵ

))

ͬ نویسیم: م و است ͷنزدی (a, b) به δ اندازه ی به (x, y) ͬ گوییم م وقتͬ .٧١ توجه

∥(x, y)− (a, b)∥ < δ

√یعنͬ
(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ

٧٢



ͬ نویسیم: م زیر صورت به را بالا در حد تعریف پس

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L ⇐⇒

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠ ∀(x, y) ∈ D(f)
(

٠ <
√

(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ(ϵ) → |f(x, y)− L| < ϵ
)

مقادیر ͬ گیرند) م قرار کم شعاع با دوایر داخل در (یعنͬ ͬ شوند م ͷنزدی (a, b) به دامنه در (x, y) نقاط˼ که وقتͬ واقع در

شده گرفته استوارت کتاب از زیر تصویر ͬ گیرند). م قرار  L مرکز به ͷکوچ بازه های داخل (یعنͬ ͬ شود م ͷنزدی L به تابع

است:

که دهید نشان .٩ تمرین

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L ⇐⇒

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠ ∀(x, y)
(
(٠ < |x− a| < δ) ∧ (٠ < |y − b| < δ) → |f(x, y)− L| < ϵ

)
و طول با مستطیلهای در کمتر و کمتر شعاع با دیسͺهای جای به ͬ توان م که ͬ گوید م واقع در بالا تمرین که کنید توجه

شد: ͷنزدی (a, b) نقطه ی به کوچͺتر و کوچͺتر √عرض
(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ :

|x− a| < δ

|y − b| < δ

:

٧٣



که دهید نشان .٧٢ مثال

lim
(x,y)→(٠,٠)

٣x٢y

x٢ + y٢ = ٠

| ٣x٢y
x٢+y٢ | < ϵ آنگاه ،٠ <

√
x٢ + y٢ < δ اگر که طوری به هستیم δ دنبال به باشیم، داشته را ϵ > ٠ کنید فرض پاسخ.

چرک نویس.
|٣x٢y|
x٢ + y٢ =

٣x٢√y٢

x٢ + y٢

که ͬ دانیم م

x٢ ⩽ x٢ + y٢

√و
y٢ ⩽

√
x٢ + y٢

داریم: پس
٣x٢√y٢

x٢ + y٢ ⩽ ٣�����
(x٢ + y٢)

√
x٢ + y٢

����x٢ + y٢ = ٣
√

x٢ + y٢ ∗

٧۴



آنگاه ٠ <
√
x٢ + y٢ < δ اگر آنگاه .δ < ϵ

٣ که طوری به باشد دلخواه مثبت عدد ͷی δ که است کافͬ

|٣x٢y|
x٢ + y٢ < ٣

√
x٢ + y٢ ⩽ ٣δ < ٣ × ϵ

٣
= ϵ

که دهید نشان .٧٣ مثال

lim
(x,y)→(a,b)

x = a

باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض پاسخ.

چرک نویس.

|f(x, y)− a| = |x− a|

|x− a| =
√
|x− a|٢ ⩽

√
(x− a)٢ + (y − b)٢

٠ <
√
(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ اگر صورت این در .δ < ϵ که طوری به بͽیریم مثبت عدد ͷی را δ است کافͬ

آنگاه

|x− a| ⩽
√
(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ < ϵ

کرده ایم. رسم را z = x تابع̧ زیر در

که داد نشان ͬ توان م مشابه بطور

lim
(x,y)→(a,b)

y = b

و

lim
(x,y)→(a,b)

k = k

است. ثابت عدد ͷی k بالا در که

٧۵



دامنه ی که کرده ایم (فرض آنگاه: lim(x,y)→(a,b) g(x, y) = M و lim(x,y)→(a,b) f(x, y) = L کنید فرض .٧۴ قضیه

باشند.) مشترک (a, b) مرکز به ͷدیس ͷی در g و f

lim(x,y)→(a,b)(f(x, y)± g(x, y)) = L±M .١

lim(x,y)→(a,b) f(x, y)× g(x, y) = L×M .٢

lim(x,y)→(a,b) k × f(x, y) = k × L .٣

آنگاه M ̸= ٠ اگر .۴

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)

g(x, y)
=

L

M

آنگاه: باشد)، حقیقͬ عدد ͷی (یعنͬ باشد موجود Lm
n که صورتͬ در .۵

lim
(x,y)→(a,b)

(
f(x, y)

)m
n
= L

m
n

چند توابع که ͬ رسیم م نتیجه این به (z = x, z = y ثابت، تابعهای (درباره ی قبل مثالهای با بالا قضیه ی ترکیب از

axmyn صورتِ به عبارت متناهͬ تعدادی جمع از که است تابعͬ چندجمله ای، تابع ͷی از منظور هستند. حد دارای جمله ای

گویا، تابع ͷی از منظور هستند. حد دارای دامنه شان در گویا توابع همچنین .۵xy٣ + x٧ + ١٠ مانندِ است، شده ایجاد

نوشت. ͬ توان م چندجمله ای تابع دو خارج قسمت صورت به را آن که است تابعͬ

آورید. بدست را زیر حدهای مقدار .٧۵ مثال

lim(x,y)→(١−,٠)
x−xy+٣

x٢+۵xy−y٣ .١

پاسخ.

lim
(x,y)→(١−,٠)

x− xy + ٣
x٢ + ۵xy − y٣ =

٣
١

lim(x,y)→(٣,۴)
√
x٢ + y٢ .٢

پاسخ.

lim
(x,y)→(٣,۴)

√
x٢ + y٢ = ۵

٧۶



lim(x,y)→(٠,٠)
x٢−xy√
x−√

y
.٣

پاسخ.

lim
(x,y)→(٠,٠)

x٢ − xy√
x−√

y
= lim

(x,y)→(٠,٠)

x(x− y)√
x−√

y
= lim

(x,y)→(٠,٠)
x(
√
x−√

y) = ٠

هرگاه که کند مͬ ایجاب تابع ͷی برای حد وجود تعریف .٧۶ توجه

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

ͷنزدی L به مسیر آن روی f(x, y) مقادیرِ شوند، ͷنزدی (a, b) به دامنه در (x, y) مرتبهای زوج که مسیری هر از آنگاه

ببینید). را زیر شͺل و بالا در ٧ (شͺل ͬ شود م

ندارد. حد ما نظر مورد تابع برسیم، متفاوت حد به متفاوت مسیر دو در (a, b) به (x, y) کردن میل با اگر .٧٧ نتیجه

٧٧



دوشنبه هشتم، جلسه ی ٨

(x, y) که تابع)  دامنه ی (در مسیری هر از که است این (a, b) نقطه ی در f(x, y) تابع حد وجود برای لازم شرط .٧٨ توجه

باشد. داشته یͺسانͬ حد تابع شود، ͷنزدی (a, b) به

موجود تابع حد آنگاه باشد، داشته مختلف حدهای آندو روی تابع که شوند پیدا (a, b) سمت به مسیر دو اگر دیͽر بیان به

نیست.

ندارد. حد (٠, ٠) نقطه ی هر در x٢−y٢

x٢+y٢ تابع که دهید نشان .٧٩ مثال

پاسخ.

f(x, y) =
x٢ − y٢

x٢ + y٢

داریم: دهیم، میل (٠, ٠) به را (x, y) نقطه ی ، y = ٠ خط روی یعنͬ (x, ٠) نقاط روی اگر

f(x, ٠) = ١

lim
x→٠

f(x, ٠) = ١

داریم: کند، میل (٠, ٠) به (x, y) نقطه ی ، x = ٠ خط روی یعنͬ (٠, y) نقاط روی اگر

f(٠, y) = −١

٧٨



ببینید) را بالا (تصویر ندارد حد f تابع رسیده ایم، متفاوت حد دو به متفاوت مسیر دو روی که آنجا از

ندارد. حد (٠, ٠) نقطه ی در f(x, y) = xy
x٢+y٢ تابع که دهید نشان .٨٠ مثال

پاسخ.

y = x ⇒ x٢

٢x٢ =
١
٢

y = −x ⇒ −x٢

٢x٢ = −١
٢

ندارد. حد (٠, ٠) در f تابع رسیده ایم، متفاوت حد دو به متفاوت مسیر دو روی که آنجا از

ندارد. حد (٠, ٠) نقطه ی در f(x, y) = xy٢

x٢+y۴ تابع که دهید نشان .٨١ مثال

پاسخ.

x = y٢ ⇒ f(y٢, y) =
y۴

٢y۴ =
١
٢

x = ky٢ ⇒ f(ky٢, y) =
k

٢
ͬ رسیم. م متفاوتͬ حدود به xy صفحه ی در x = ky٢ متفاوتِ مسیرهای روی دارد، بستگͬ k مقدار به حد، که آنجا از

٧٩



کنیم. انتخاب ͬ توانستیم م نیز را زیر مسیر

y = ٠ ⇒ f(x, ٠) = ٠

پیوستگͬ ٨ . ١

هرگاه ͬ خوانیم م پیوسته (a, b) نقطه ی در را f(x, y) تابع .٨٢ تعریف

باشد، تابع دامنه ی در (a, b) نقطه ی .١

و باشد، موجود lim(x,y)→(a,b) f(x, y) .٢

lim(x,y)→(a,b) f(x, y) = f(a, b) .٣

باشد. پیوسته دامنه اش نقاط تمام در هرگاه ͬ خوانیم م پیوسته را f تابع

پیوسته اند. پیوسته، توابع جبری ترکیبات

f ± g, f.g,
f

g
g(a, b) ̸= ٠, f

m
n

که گفتیم پیش تر

lim
(x,y)→(a,b)

x = a

٨٠



نتیجه در و پیوسته اند z = kyn توابع̧ مشابه طور به پیوسته اند. نیز z = kxn توابع̧ پس است. پیوسته تابعͬ z = x پس

پیوسته اند. چندجمله ای توابع است، پیوسته پیوسته، توابع حاصلجمع که آنجا از پیوسته اند. z = kxnym توابع

دامنه شان) پیوسته اند. (در چندجمله ای، دو خارج قسمتهای یعنͬ گویا، توابع توابع همچنین

g(f(x, y)) آنگاه باشد، پیوسته هم (R به R٢ از (تابعͬ z = f(x, y) و باشد پیوسته (R به R از (تابعͬ w = g(z) اگر

است. پیوسته (R به R٢ (از

پیوسته اند. R٢ در زیر توابع .٨٣ مثال

ln(١ + x٢y٢), cos
xy

x٢ + ١
, ex−y

است؟ پیوسته نقاطͬ چه در زیر تابع .٨۴ مثال

f(x, y) =


٢xy

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

y = mx مسیر های در است. پیوسته پس است، گویا تابع (x, y) ̸= (٠, ٠) نقاط در است. R٢ ̞ˁک͒ل تابع دامنه ی پاسخ.

ͬ شویم: م ͷنزدی (٠, ٠) به

f(x,mx) =
٢mx٢

x٢ +m٢x٢ =
٢mx٢

x١)٢ +m٢)
=

٢m
١ +m٢

واقع در ͬ شود. م عوض تابع حد شیب، تغییر با ͬ شویم م ͷنزدی (٠, ٠) نقطه ی به شده یاد مسیرهای در وقتͬ .٨۵ مشاهده

با است برابر تابع حد m = tan θ اگر

٢ tan θ

١ + tan٢ θ
=

٢ sin θ
cos θ
١

cos٢ θ

= ٢ cos θ sin θ = sin ٢θ

ͬ کند. م اتخاذ (٠, ١) بازه ی در مختلفͬ مقادیر مسیرها، این روی تابع حد یعنͬ

است. ناپیوسته (٠, ٠) نقطه ی در تابع پس

حد y = kx٢ مسیرهای در (راهنمایی: ندارد. حد (٠, ٠) نقطه ی در f(x, y) = ٢x٢y
x۴+y٢ تابع که دهید نشان .١٠ تمرین

کنید.) بررسͬ را تابع

است. پیوسته نقاطͬ چه در h(x, y) = arctan( y
x
) تابع .١١ تمرین

٨١



متغیر دو از بیش با توابع ٨ . ٢

مانند: است ضابطه ای متغیره سه تابع ͷی از منظور

f : R٣ → R

(x, y, z) 7→ f(x, y, z)

دامنه ی را D مجموعه ی ͬ برد. م f(x, y, z) ∈ R عنصر ͷی به را D ⊆ R٣ مجموعه ی ͷی به متعلق (x, y, z) هر که

ͬ خوانیم. م f تابع̧

کنید. رسم را زیر تابع دامنه ی .٨۶ مثال

f(x, y, z) = ln(z − y) + xy sin(z)

پاسخ.

D(f) = {(x, y, z) ∈ R٣|z > y}

z = y صفحه ی: بالای نیم فضای

کنید. رسم را f(x, y, z) = x٢ + y٢ + z٢ تابع تراز رویه های .٨٧ مثال

است: ک͒ره ͷی یادشده، تابع ترازِ رویه ی هر پاسخ.

k = ١ ⇒ x٢ + y٢ + z٢ = ١

k = ۴ ⇒ x٢ + y٢ + z٢ = ۴

٨٢



عنوان به را آن بˀرد و R٣ در را تابعͬ چنین دامنه ی عموماً نیست. ممͺن R به R٣ از تابع̧ ͷی رسم که کنید توجه

ͬ کنیم. م رسم R از زیرمجموعه ای

باشد. متغیره سه تابع ͷی f کنید فرض .٨٨ تعریف

f : D ⊆ R٣ → R

که: است این lim(x,y,z)→(a,b,c) f(x, y, z) = L از منظور

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠ ∀(x, y, z)
(

٠ <
√
(x− a)٢ + (y − b)٢ + (z − c)٢ < δ︸ ︷︷ ︸

شود δ از کمتر (a, b, c) از (x, y, z) نقطه ی فاصله ی

→ |f(x, y, z)−L| < ϵ
)

ͬ خوانیم م پیوسته (a, b, c) نقطه ی در را تابعͬ چنین ͬ شود. م تعریف مشابه بطور متغیره، سه توابع برای پیوستگͬ مفهوم

پیوسته اند: زیر توابع مثال عنوان به .lim(x,y,z)→(a,b,c) f(x, y, z) = f(a, b, c) هرگاه

ln(x, y, z),
y sin z

x− ١
(x ̸= ١)

پاسخ.

lim
(x,y,z)→(١−,١,٠)

ex+z

z٢ + cos
√
xy

=
١
٢

٨٣



عبارتِ متغیره، سه و دو توابع برای حد تعاریف از الͽوگیری با باشد. تابع ͷی ،f : Rn → R کنید فرض .١٢ تمرین

lim
(x١,...,xn)→(a١,...,an)

f(x١, . . . , xn) = L

کنید. تعریف را

پاسخ.

lim
(x١,...,xn)→(a١,...,an)

f(x١, . . . , xn) = L ⇔

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠ ∀(x١, . . . , xn) ∈ D(f)(
٠ <

√
(x١ − a٢(١ + (x٢ − a٢(٢ + . . .+ (xn − an)٢ < δ → |f(x١, . . . , xn)− L| < ϵ

)

بیابید. را زیر تابع حد .٨٩ مثال

lim
(x,y,z)→(١−,١,٠)

ex+z

z٢ + cos
√
xy

٨۴



چهارشنبه نهم، جلسه ی نیم ٩

تمرین چند حل

لزوماً آیا باشد. L برابرِ حدِ دارای y = mx مسیرهای تمام در f(x, y) تابع کنیم فرض دانشجویان). (سوال ٩٠ سوال

)؟ lim(x,y)→(٠,٠) f(x, y) = L ) است L با برابر (٠, ٠) نقطه ی در تابع حد

پاسخ.

بͽیرید: نظر در را زیر تابع

f(x, y) =

٠ y ⩽ ٠ یا y ⩾ x٢

١ ٠ < y < x٢

است. ٠ با برابر (٠, ٠) در تابع حد xy صفحه ی در y = mx مسیرهای تمام روی که ͬ کنیم م ادعا

منحن̞ͬ یعنͬ .x٢ < mx آنگاه ٠ < x < m اگر .(m > ٠ کنیم (فرض بͽیرید نظر در را y = mx دلخواه˼ خط ͷی

برابر منحنͬ این روی ما نظر مورد تابع مقدار پس ͬ گیرد. م قرار y = x٢ منحن̞ͬ از بالاتر x ∈ (٠,m) بازه ی در y = mx

y = mx < ٠ که آنجا از نیز صفر از کمتر های x برای است. صفر با برابر منحنͬ این روی نیز تابع حد پس است. ٠ با

بررسͬ شما m < ٠ که حالتͬ در را y = mx ͬ های (منحن است. صفر نیز تابع حد و است صفر با برابر تابع مقدار دوباره

کنید).
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که ͬ دانیم م نیست. صفر با برابر (٠, ٠) در بالا تابع حد که ͬ کنیم م ادعا حال

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) = ٠ ⇐⇒

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠ ∀(x, y)
(

٠ <
√

x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)| < ϵ
)

پس

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) ̸= ٠ ⇐⇒

∃ϵ > ٠ ∀δ > ٠ ∃(x, y)
(

٠ <
√
x٢ + y٢ < δ ∧ |f(x, y)| ⩾ ϵ

)
آن در که ͬ شود م پیدا (٠, ٠) مرکزِ و δ شعاع به دایره ی در (x, y) مانند نقطه ای δ > ٠ هر برای .ϵ = ١

٢ دهید قرار

.f(x, y) = ١ > ١
٢

کنید. رسم را بالا تابع نمودار .١٣ تمرین

کنید. مشخص است، پیوسته آنها در زیر تابع که را نقاطͬ .١۴ تمرین

f(x, y) =


x٢y٣

٢x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

١ (x, y) = (٠, ٠)

بررسͬ باید حال است. پیوسته (x, y) ̸= (٠, ٠) در نظر مورد تابع پیوسته اند، دامنه شان در گویا توابع که آنجا از پاسخ.

آیا که کنیم

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) = ١?

داریم: y = mx مسیر روی کند. میل ١ به باید تابع (٠, ٠) سمت به مسیرها همه ی روی باشد، برقرار بالا حد باشد قرار اگر

f(x,mx) =
x٢(mx)

٢x٢ + (mx)٢ =
mx٣

x٢(m٢ + ٢)
=

mx

m٢ + ٢

lim
(x,y)→(٠,٠)

mx

m٢ + ٢
= ٠
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نیست. پیوسته (٠, ٠) در تابع بنابراین

داریم: قبل تمرین تابع برای دهید نشان .١۵ تمرین

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) = ٠

که دهیم نشان باید

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠
(
∀(x, y) ٠ <

√
x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)| < ϵ

)
باشد. شده داده ϵ > ٠ کنید فرض

چرک نویس.

| x٢y٣

٢x٢ + y٢ | =
x٢|y٣|

x٢ + x٢ + y٢

ͬ کنیم. م بزرگ را صورت و ͷکوچ را مخرج بیابیم، بالا کسر از بزرگتر کسری آنکه برای حال

x٢|y٣|
x٢ + x٢ + y٢ ⩽ (x٢ + y٢)|y|y٢

x٢ + y٢ ⩽
√
y٢(x٢ + y٢) ⩽

√
x٢ + y٢(x٢ + y٢) < ϵ

آنگاه ٠ < δ < ٣
√
ϵ که طوری به باشد دلخواهͬ عدد هر δ اگر حال

|f(x, y)− ٠| = | x٢y٣

٢x٢ + y٢ | ⩽
√

x٢ + y٢(x٢ + y٢) ⩽ δ٣ < ϵ

است. yz صفحه ی تا فاصله شان برابر دو x محور تا آنها فاصله ی که کنید رسم را نقاطͬ مجموعه ی .٩١ مثال

است: زیر نقاط مجموعه ی رسم هدفمان پاسخ.

{(x, y, z) ∈ R٣|
√
y٢ + z٢ = ٢|x|} = {(x, y, z) ∈ R٣|y٢ + z٢ = ۴x٢}
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دهم جلسه ی ١٠

آنگاه ٠ <
√
x٢ + y٢ < δ اگر که بیابید گونه ای به را δ شده، داده ϵ > ٠ برای .١۶ تمرین

|f(x, y)− f(٠, ٠)| < ϵ

f(x, y) = y
x١+٢ ϵ = ٠٫ ٠۵ .١

پاسخ.

f(٠, ٠) = ٠

چرک نویس.

| y

x٢ + ١
| =

√
y٢

x٢ + ١
≤
√
y٢ ≤

√
y٢ + x٢

آنگاه ٠ <
√
x٢ + y٢ < δ اگر آنگاه δ < ϵ اگر

| y

x٢ + ١
| <

√
x٢ + y٢ < δ < ϵ

بͽیریم. نظر در را δ = ٠٫ ٠٠۵ مثال برای کافیست ϵ = ٠٫ ٠۵ برای

f(x, y) = y+x
x١+٢ ϵ = ٠٫ ٠۵ .٢

f(x, y) = x+y
٢+cosx

.٣

دارد؟ وجود زیر حد آیا .١٧ تمرین

lim
(x,y)→(٠,٠)

x٢y٢

x٣ + y٣

گفته ایم. پاسخ بعد جلسه  ی در را بالا تمرین

ندارند. حد (٠, ٠) در زیر توابع دهید نشان .١٨ تمرین

f(x, y) = −x√
x٢+y٢

.١

:y = x مسیر پاسخ.

f(x, x) =
−x√
٢x٢

=
−x√
٢|x|

=

x > ٠ ⇒ −١√
٢

x < ٠ ⇒ ١√
٢

حد (٠, ٠) در نظر مورد تابع پس ͬ  رسیم. م متفاوت حد دو به طرف دو از در y = x مسیرِ همان در واقع در

ندارد.
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f(x, y) = x+y
x−y

.٢

ندارد. قرار تابع دامنه ی در مسیر این زیرا نیست مجاز مثال، این در y = x مسیرِ که کنید توجه پاسخ.

:y = −x مسیر

f(x, y) =
x+ (−x)

x− (−x)
= ٠

:(x, ٠) مسیر

f(x, y) =
x

x
= ١

جزئͬ مشتقات ١٠ . ١

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به متغیره تک توابع مشتق که دیدیم ١ ریاضͬ در

f : R → R

x٠ ∈ Dom(f)

lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠)

h

کردیم: تعریف زیر صورت به را تابع ͷی «دیفرانسیل» نیز مشتق، روی از

dy = f ′(x)dx

زد: تقریب dy از استفاده با ͬ توان م را ∆y آنگاه باشد، مشتق پذیر تابع ͷی اگر واقع در

∆y ≃ dy

برای که دید خواهیم آینده جلسات در را. تابع ارتفاع تغییر ∆(y) و ͬ دهد م نشان را مماس خط ارتفاع تغییر dy واقع در

دید خواهیم آنجا در باشد. ∆(z) برای تقریبی است قرار نیز dz و کرد تعریف را dz ͬ توان م نیز z = f(x, y) تایع ͷی

مقدماتͬ به dz تعریفِ به رسیدن برای را. تابع ارتفاع تغییر ∆(z) و ͬ دهد م نشان را مماس صفحه ی ارتفاع تغییر dz که
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آورده ایم. فراهم آینده جلسه ی چند و جلسه این در را آنها که نیازمندیم

که صورتͬ (در ͬ شود: م تعریف زیر صورت به (x٠, y٠) ∈ D نقطه ی در x متغیر به نسبت f(x, y) تابع جزئͬ مشتق

باشد.) موجود زیر حد

lim
h→٠

f(x٠ + h, y٠)− f(x٠, y٠)

h

هندسͬ تعبیر ١٠ . ١ . ١

رویه ی اشتراک در شده ایجاد منحنͬ بر مماس خط شیب واقع در (x٠, y٠) نقطه ی در x متغیر به نسبت جزئͬ مشتق

کنید). نگاه بالا شͺل (به است (x٠, y٠) نقطه ی در y = y٠ صفحه ی و z = f(x, y)

نمادگذاری

fx(x٠, y٠) = lim
h→٠

f(x٠ + h, y٠)− f(x٠, y٠)

h
=

∂f

∂x
(x٠, y٠)

g(x) = f(x, y٠) تابع̧ کرد: تعریف نیز زیر صورت به ͬ توان م را (x٠, y٠) نقطه ی در x حسب بر جزئͬ مشتق واقع، در

تقاطع محل در شده ایجاد منحنͬ واقع، در کنید. محاسبه x٠ نقطه ی در x حسبِ بر را تابع این مشتق و بͽیرید نظر در را

است: زیر معادله ی دارای z = f(x, y) رویه ی و y = y٠ zصفحه ی = g(x) = f(x, y٠)

y = y٠

.(x٠, y٠) نقطه ی در بالاست منحنͬ بر مماس خط شیب واقع در x حسب بر جزئͬ مشتق و

.٩٢ تعریف

fy(x٠, y٠) =
∂f

∂y
(x٠, y٠) = lim

h→٠

f(x٠, y٠ + h)− f(x٠, y٠)

h

باشد. موجود حد این که صورتͬ در
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کنید. هندسͬ تحلیل را fy(x٠, y٠) زیر شͺل اساس بر .١٩ تمرین

کنید. محاسبه (x٠, y٠) = (۴, ۵) نقطه ی در را زیر توابع اول جزئͬ مشتقات .٩٣ مثال

f(x, y) = x٢ + ٣xy + y − ١ .١

پاسخ.
∂f

∂x
(x, y) = ٢x+ ٣y ⇒ ∂f

∂x
(۴, ۵) = ٢٣

∂f

∂y
(x, y) = ٣x+ ١ ⇒ ∂f

∂y
(۴, ۵) = ١٣

آنگاه باشد، متغیره دو تابع ͷی f : R٢ → R کنید فرض .٩۴ توجه

fx : R٢ → R

(x٠, y٠) 7→ fx(x٠, y٠)

گفت. سخن نقطه ͷی در آن پیوستگͬ عدم یا پیوستگͬ درباره ی ͬ توان م و است، متغیره دو تابعͬ نیز خود˂

دوم. راه

f(x, ۵) = x٢ + ١۵x+ ۴ ⇒ fx(x, ۵) = ٢x+ ١۵ ⇒ f(۴, ۵) = ٢٣

دهیم: قرار و (x٠, y٠) ∈ D(f) و باشد، تابع ͷی z = f(x, y) اگر که فهمیدیم کنون تا .٩۵ توجه

g(x) = f(x, y٠)

آنگاه

g′(x٠) = fx(x٠, y٠)
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دهیم قرار اگر و

h(y) = f(x٠, y)

آنگاه

h′(y٠) = fy(x٠, y٠)

f(x, y) = y sin(xy) .٢

پاسخ.
∂f

∂x
= y٢ cos(xy) ⇒ fx(۴, ۵) = ٢۵ cos(٢٠)

∂f

∂y
= sin(xy) + xy cos(xy) ⇒ fy(۴, ۵) = sin(٢٠) + ٢٠ cos(٢٠)

در را سهمͬ این بر مماس خط شیب ͬ کند. م قطع سهمͬ ͷی در را z = x٢ + y٢ ͬ وار سهم x = ١ صفحه ی .٩۶ مثال

بیابید. (١, ٢, ۵) نقطه ی

داریم پاسخ.
∂z

∂y
(x, y) = ٢y

با: است برابر نظر مورد ͬ وار سهم و x = ١ صفحه ی تلاق̞ͬ محل منحنͬ بر مماس خط شیب گفتیم، آنچه مطابق

∂z

∂y
(١, ٢) = ۴
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داریم: را زیر منحنͬ x = ١ صفحه ی در بالا، مثال در .٩٧ zتوجه = ١ + y٢

x = ١

z′(٢) = ٢ × ٢ = ۴

بنویسید. را y = y٠ صفحه ی و z = f(x, y) رویه ی اشتراک محل منحنͬ بر مماس خط معادله ی .٩٨ مثال

کرد. خواهیم حل بعد جلسه ی در را بالا مثال
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دوشنبه یازدهم، جلسه ی ١١

حد مرور ١١ . ١

lim(x,y)→(٠,٠)
x sin(xy)
x٢+y٢ = ٠ که دهید نشان .٩٩ مثال

که دهیم نشان باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀(x, y) ∈ D
(

٠ <
√
x٢ + y٢ < δ → |x sin(xy)

x٢ + y٢ | < ϵ
)

چرک نویس.

|x sin(xy)
x٢ + y٢ | = |x sin(xy)|

x٢ + y٢

|x sin(xy)|
x٢ + y٢ ≤ |x||xy|

x٢ + y٢ ≤
√
x٢|x||y|
x٢ + y٢ ⩽ �����√

x٢ + y٢�����√
x٢ + y٢

√
x٢ + y٢

����x٢ + y٢ ⩽
√

x٢ + y٢

٧ آنگاه:
√
x٢ + y٢ < δ اگر آنگاه δ < ϵ اگر پس

|x sin(xy)
x٢ + y٢ | ≤

√
x٢ + y٢ < δ < ϵ

دارد؟ حد (٠, ٠) نقطه ی در زیر تابع آیا .١٠٠ مثال

f(x, y) =
x٢y٢

x٣ + y٣

ندارد. حد آن روی تابع که ͬ کنیم م پیدا مسیر ͷی پاسخ.

نویس: چرک

x٣ + y٣ = x۵ ⇒ y٣ = x۵ − x٣ ⇒ y =
٣
√
x۵ − x٣

داریم: آنگاه کنیم، انتخاب را y = ٣
√
x۵ − x٣ مسیر اگر

lim
x→٠

x٢(x۵ − x٣)
٢
٣

x۵ = lim
x→٠

x٢(x٣(x٢ − ١)
) ٢

٣

x۵ = lim
x→٠

(x٢ − ١) ٢
٣

x

درستͬ به شما خودِ که طور همان ولͬ باشد؛ برقرار | sin(xy)| ≤ |xy| نامساویِ آن در که داریم δ١ ̞ͬͽهمسای ͷی به نیاز که گفتم کلاس ٧در

نداریم. بدان نیازی کردید، اشاره
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است: شده کشیده یادشده مسیر زیر در ندارد. وجود تابع حد پس ندارد، وجود فوق حد

تصور زیر صورت به برداری تابع ͷی ͬ توان م دوبعدی فضای در را y = ٣
√
x۵ − x٣ معادله ی به خط که کنید توجه

کرد:
−→r (t) = (t,

٣
√
t۵ − t٣).

ͬ شود: م ایجاد زیر منحنͬ رویه، روی بالا، محاسبات طبق آنگاه، کنیم، حرکت xy صفحه ی در فوق منحنͬ روی که وقتͬ

−→r (t) = (t,
٣
√
t۵ − t٣,

(t٢ − ١) ٢
٣

t
)

ندارد): حد بالا تابع چرا که ͬ شود م معلوم شͺل این روی (از کشیده ایم را منحنͬ این شͺل زیر در

ͬ بینید: م است واقع آن روی که بالا منحنͬ همراه به را رویه زیر در
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جزئͬ مشتقات بحث ادامه ی ١١ . ٢

رابطه ی بلͺه نشود، نوشته مستقیم طور به x, y, z میان رابطه ی آن در که است معادله ای پارامتری، معادله ی .١٠١ یادآوری

دیدید. بالا مثال در را پارامتری معادله ی نمونه ͷی شود. بیان زمان مثلا́ دیͽر، پارامتر ͷی به آنها وابستگͬ توسط آنها میان

نوشت: زیر صورت به برداریِ معادله ی ͷی توسط سه بعدی فضای در ͬ توان م را راست خط هر دیͽر، مثال عنوان به

−→r (t) = (x٠ + at, y٠ + bt, z٠ + ct)

است: آمده دست به چͽونه بالا معادله ی که است مشخص زیر شͺل روی از

پس

(x, y, z) = (x٠, y٠, z٠) + t(a, b, c)

دیͽر: بیان به
x = x٠ + at

y = y٠ + bt

z = z٠ + ct

ͬ خوانیم. م بالا خط جهت بردارِ را (a, b, c) بردارِ
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ͬ دهد: م بردار ͷی و ͬ گیرد م عدد ͷی r(t) برداریِ تابع واقع در .١٠٢ توجه

t 7→
(
x(t), y(t), z(t)

)
(
x٠ + at, y٠ + bt, z٠ + ct

)
ͬ کنیم. م رسم را آن حسب بر آمده دست به برداری مقادیر فقط و ͬ کنیم نم رسم را t پارامترِ تابعͬ، چنین رسم هنگام

کنید. رسم را r(t) = (cos t, sin t, t) فضائͬ منحنͬ .١٠٣ مثال

منحنͬ است. شده واقع x٢ + y٢ = ١ استوانه ی روی نظر مورد منحنͬ ،x(t)٢ + y(t)٢ = ١ که آنجا از که کنید توجه

است. زیر شͺل به بˀعد دو در نیز (cos t, sin t)

کرده ایم: رسم را r(t) = (cos t, sin t, t) خم̧ زیر، در

ͬ چرخد. م استوانه دور مارپیچ صورت به بالا خم

نقطه ی در را y = y٠ صفحه ی و z = f(x, y) رویه ی تلاقͬ محل منحنͬ بر مماس خط پارامتری معادله ی .١٠۴ مثال

بنویسید. (x٠, y٠, z٠)
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پاسخ.

با است برابر نظر مورد خط شیب
∂z

∂x
(x٠, y٠)

خط: zمعادله ی − z٠ = ∂z
∂x
(x٠, y٠)(x− x٠)

y = y٠

خط: پارامتری معادله ی
x = t

y = y٠

z = z٠ − ∂z
∂x
(x٠, y٠)x٠ +

∂z
∂x
(x٠, y٠)t

با است برابر مثال این خط مولد )بردار
١, ٠, ∂z

∂x
(x٠, y٠)

)
صورت به x٠ نقطه ی در مماس خط معادله ی داریم. را z = g(x) = f(x, y٠) منحن̞ͬ y = y٠ صفحه ی در دوم. بیان

است: زیر

z − z٠ = g′(x٠)(x− x٠)

با است برابر g′(x٠) آن در که
∂z

∂x
(x٠, y٠)

نقطه ی در را x = x٠ صفحه ی و z = f(x, y) رویه ی تلاقͬ محل منحنͬ بر مماس خط پارامتری معادله ی .٢٠ تمرین

بنویسید. (x٠, y٠, z٠)
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خط پارامتری معادلات ͬ کند. م قطع بیضͬ ͷی در را y = ٢ صفحه ی ۴x٢ + ٢y٢ + z٢ = ١۶ ͬ وار بیض .١٠۵ مثال

کنید.) رسم نیز را نظر مورد (بیضͬ بنویسید. (١, ٢, ٢) نقطه ی در را بیضͬ این بر مماس

پاسخ.

z − z٠ = ∂z
∂x
(١, ٢)(x− ١)

y = ٢

ͬ گیریم. م مشتق x حسب بر ۴x٢ + ٢y٢ + z٢ = ١۶ معادله ی طرف دو از ∂z/∂x محاسبه ی برای

٨x+ ٠ + ٢Z ∂z

∂x
= ٠ ⇒ ∂z

∂x
(١, ٢) = −٢

z = ۴ − ٢t

y = ٢

x = t

است: شده ترسیم بالا وضعیت زیر در

باشیم: داشته و باشد وابسته آنها به z و باشند هم از مستقل y و x کنید فرض .١٠۶ مثال

yz − ln z = x+ y

کنید. محاسبه را ∂z
∂x

آنگاه

١٠٠



پاسخ.

y
∂z

∂x
− ١

z

∂z

∂x
= ١ ⇒ ∂z

∂x
(y − ١

z
) = ١ ⇒ ∂z

∂x
=

١
y − ١

z

باشیم داشته اگر .٢١ تمرین

f(x, y) = x(x٢ + y٢)−
٣
٢ esin(x

٢y)

بیابید. را fx(١, ٠) آنگاه

باشد، موجود x = x٠ نقطه ی ͷی در تابع مشتق اگر که دیدیم ( y = f(x) تابع (مثلا́ متغیره تک توابع در .١٠٧ توجه

باشند موجود دو هر ∂z
∂y
(x٠, y٠) و ∂z

∂x
(x٠, y٠) است ممͺن z = f(x, y) توابع در اما است. پیوسته نقطه آن در تابع آنگاه

نباشد. پیوسته (x٠, y٠) در تابع ولͬ

بͽیرید. نظر در را زیر تابع .١٠٨ مثال

f(x, y) =

٠ xy ̸= ٠

١ xy = ٠

موجودند. دو هر ∂f
∂y
(٠, ٠) و ∂f

∂y
(٠, ٠) اما نیست، پیوسته (٠, ٠) نقطه ی در f تابع که دهید نشان

پیوسته (a, b) نقطه ی در f آنگاه باشند پیوسته (a, b) مرکز به ͷدیس ͷی در دو هر ∂f
∂y
(x, y) و ∂f

∂x
(x, y) اگر .١٠٩ توجه

است. دیفرانسیل پذیر نظر مورد تابع واقع، در شده، ذکر شرایط تحت که دید خواهیم آینده درسهای در است.

.٢٢ تمرین

f(x, y) =


x٣y

x۶+y۶ ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

نیست. پیوسته مبدأ در f که دهید نشان نیستند. پیوسته (٠, ٠) در و موجودند نقاط تمام در fy و fx که دهید نشان

١٠١



z = f(x, y)تابع برای بالاتر مراتب جزئͬ مشتقات ١١ . ٣

ͬ توان م پس هستند. متغیره دو توابعͬ نیز ∂z/∂y و ∂z/∂x آنگاه باشد، متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) اگر که گفتیم

گرفت: نظر در نیز را آنها جزئͬ مشتقات

(fx)x = fxx = ∂
∂x
(∂f
∂x
) = f١١ .١

کنید) توجه متغیرها نوشتن ترتیب (به (fx)y = fxy =
∂
∂y
(∂f
∂x
) = ∂٢f

∂y∂x
= f١٢ .٢

(fy)x = fyx = ∂
∂x
(∂f
∂y
) = ∂٢f

∂x∂y
= f٢١ .٣

(fy)y = fyy =
∂
∂y
(∂f
∂y
) = f٢٢ .۴

بیابید. (a, b) نقطه دلخواه ͷی در را fyx و fxy مشتقات .١١٠ مثال

f(x, y) = x٣ + x٢y٣ − ٢y٢

پاسخ.

fx = ٣x٢ + ٢xy٣ − ٠

fy = ٣x٢y٢ − ۴y

fxy(a, b) = ۶ab٢ = fyx

همواره شرایطͬ تحت ولͬ ͬ رسد، م نظر به عجیب امر این چند هر شد. برابر fyx با fxy که کردید مشاهده بالا مثال در

کرد. خواهیم صحبت باره این در بعد جلسه ی در است. برقرار

تمرین ۴ . ١١

نیستند. موجود زیر حدهای که دهید نشان .٢٣ تمرین

lim(x,y,z)→(٠,٠,٠)
xy+yz

x٢+y٢+z٢ .١

lim(x,y,z)→(٠,٠,٠)
xy+yz٢+xz٢

x٢+y٢+z٢ .٢

که دهید نشان .٢۴ تمرین

lim
(x,y,z)→(٠,٠,٠)

x٢y٢z٢

x٢ + y٢ + z٢ = ٠

تابع که دهید نشان .٢۵ تمرین

f(x, y) =


y sinx٢

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

است. پیوسته تابعͬ

١٠٢



کنید: محاسبه را زیر حدهای .٢۶ تمرین

lim(x,y)→(١,١),x ̸=١
xy−y−٢x+٢

x−١ .١

lim(x,y)→(٢,−۴),x ̸=x٢,y ̸=−۴
y+۴

x٢y−xy+۴x٢−۴x .٢

lim(x,y)→(۴,٣),x ̸=y+١

√
x−√

y+١
x−y−١ .٣

بیابید. را ∂f
∂y

و ∂f
∂x

.٢٧ تمرین

f(x, y) = ax+by
cx+dy

.١

f(x, y) = (x٢ − ١)(y + ٢) .٢

f(x, y) = ١
x+y

.٣

f(x, y) = exy ln y .۴

است. پیوسته تابعͬ g(t) آن در که f(x, y) =
∫ y

x
g(t)dt .۵

بیابید. را دوم جزئͬ مشتقات تمام .٢٨ تمرین

f(x, y) = x٢y + cos y + y sin x .١

h(x, y) = xey + y + ١ .٢

s(x, y) = tan−١( y
x
) .٣

است: زیر کلͬ صورت به موج معادله ی .٢٩ تمرین

∂٢u

∂t٢ = a٢∂
٢u

∂x٢

موج معادله ی در u(x, t) = sin(x − at) تابع که دهید نشان دارد. بستگͬ طناب جنس به a ضریبِ بالا، معادله ی در

ͬ کند. م صدق

١٠٣



چهارشنبه دوازدهم، جلسه ی نیم ١٢

محاسبه ی برای اشتباه روش ͷی مورد دانشجویان از ͬͺی سوال به پاسخ در است لازم کنیم، شروع را درس که آن از پیش

بدهیم: توضیحͬ حد

کنید ثابت .١١١ مثال

lim
(x,y)→(٠,٠)

y

x٢ + ١
= ٠

چرک نویس. پاسخ.

| y

x٢ + ١
| ≤

√
y٢

x٢ + ١
≤

√
y٢ + x٢

x٢ + y٢ =
١√

x٢ + y٢

بالا: سوال برای اشتباه پاسخ

باشیم: داشته باید بالا محاسبات به بنا
١
δ
< ϵ → δ >

١
ϵ

داریم: باشند داده ϵ = ٠٫ ٠۵ ما به اگر مثلا

δ > ٢٠!

باشد: درست زیر عبارت که طوری به هستیم δ ͷی دنبال به ما که کنید توجه نیست. درست بالا √پاسخ
x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)| < ϵ

آنگاه
√
x٢ + y٢ < δ اگر بالا محاسبات به بنا

|f(x, y)| ≤ ١√
x٢ + y٢ ≥ ١

δ

برد! چندانͬ بهره ی ͬ توان نم بالا عبارت آخر قسمت از و

کنید. مراجعه قبل جلسات به سوال این درست پاسخ دیدن برای

جزئͬ مشتقات ادامه ی ١٢ . ١

رویداد برای کافͬ شرطͬ که آورده ایم قضیه ای زیر در .fxy = fyx که دیدیم f اتفاق̞ͬ تابع ͷی برای گفتیم قبل جلسه ی در

ͬ دهد: م دست به بالا

این در دو هر fyx و fxy اگر باشد. شده تعریف (a, b) مرکز به D ͷدیس ͷی در f تابع کنید فرض (اویلر). ١١٢ قضیه

آنگاه باشند پیوسته ͷدیس

fxy(a, b) = fyx(a, b)

در ولͬ نیست درس این اهداف جزو آن اثبات ͬ شود. م ثابت میانگین مقدار قضیه ی کارگیری به بار چند با بالا قضیه ی

گذاشته ایم. علاقه مند دانشجوی برای استوارت کتاب از را آن اثبات جلسه، این جزوه ی پایان

١٠۴



fyx؟ یا است آسان تر fxy محاسبه ی آیا که کنید بررسͬ زیر مثال های در .٣٠ تمرین

x sin y + ey .١

x ln(xy) .٢

١
x

.٣

نیز آن حͺم آنگاه نباشند،  برقرار بالا قضیه ی شرایط اگر که ͬ بینیم م زیر مثال در بالا). قضیه ی برای نقض (مثال ١١٣ مثال

بͽیرید: نظر در را زیر تابع نیست. برقرار

f(x, y) =


x٣y−xy٣

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

داریم

fx(x, y) =


(٣x٢y−y٣)(x٢+y٢)−(x٣y−xy٣)(٢x)

(x٢+y٢)٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

:fx(٠, ٠) محاسبه ی روش

fx(٠, ٠) = lim
h→٠

f(٠ + h, ٠)− f(٠, ٠)
h

= ٠

fxy(٠, ٠) = lim
h→٠

fx(x٠, y٠ + h)− fx(x٠, y٠)

h
= lim

h→٠

fx(٠, ٠ + h)− fx(٠, ٠)
h

= lim
h→٠

(−h٣)(h٢)

h۵ = −١

fyx(٠, ٠) = ١ که دهید نشان .٣١ تمرین

.fxy(٠, ٠) = −١ و fyx(٠, ٠) = ١ بالا در پس

ͬ کند. نم نقض را بالا قضیه ی مشاهده این که دهید نشان .٣٢ تمرین

مماس صفحه ی ١٢ . ٢

تنگاتنگͬ ارتباط مفهوم این کنیم. تعریف متغیره دو تابع ͷی برای را ک͒لّͬ دیفرانسیل مفهوم است قرار آینده جلسات در

تابع، ͷی دیفرانسیل نیز، تک متغیره حالت در زیرا نیست. انتظار از دور البته ارتباط، این دارد. مماس صفحه ی مفهوم با

ͬ داد: م نشان را منحنͬ بر مماس خط تغییرات

١٠۵



∆y ≈ dy = f ′(x٠)h

y − y٠ ≈ f ′(x٠)(x− x٠)

باشد: مماس صفحه ی تغییرات نمایانگر دیفرانسیل، است قرار متغیره، دو حالت در

∆z ≈ dz

ͬ پردازیم: م رویه ͷی بر مماس صفحه ی معادله ی به جلسه این در فعلا́ کرد. خواهیم تعریف را dz آینده، درسهای در

z = رویه ی بر مماس صفحه ی معادله ی باشد. پیوسته جزئͬ مشتقات دارای f : R٢ → R کنید فرض .١١۴ قضیه

است. زیر صورت به (x٠, y٠) نقطه ی در f(x, y)

z − z٠ = fx(x٠, y٠)(x− x٠) + fy(x٠, y٠)(y − y٠)

نیز زیر صورت به را آن که است ax+ by+ cz = ax٠ + by٠ + cz٠ صورت به صفحه معادله ی ͬ دانیم م .١١۵ مشاهده

نوشت: ͬ توان م

z − z٠ = A(x− x٠) +B(y − y٠)

با است برابر (x٠, y٠) نقطه ی در مماس صفحه ی نرمال بردار بالا، قضیه ی به بنا .١١۶ توجه

(
fx(x٠, y٠), fy(x٠, y١−,(٠

)

١٠۶



است: زیر صورت به مماس صفحه ی معادله ی که ͬ دانیم م بالا مشاهده ی به توجه با قضیه. اثبات

z − z٠ = A(x− x٠) +B(y − y٠)

اشتراک از شده ایجاد منحنͬ بر مماس خط y = y٠ صفحه ی با مماس صفحه ی اشتراک .y = y٠ دهید قرار :A محاسبه ی

با است برابر نظر مورد مماس خط معادله ی است. y = y٠ صفحه ی با رویه

z − z٠ = fx(x٠, y٠)(x− x٠)

داریم پس

A = fx(x٠, y٠)

مشابه طور به

B = fy(x٠, y٠)

((x٠, y٠, z٠) نقطه ی (در مماس خطوط شامل واقع در (x٠, y٠) نقطه ی در رویه ͷی بر مماس صفحه ی که کنید توجه

ͬ شوند. م ایجاد (x٠, y٠, f(x٠, y٠) نقطه ی از گذرنده صفحات با رویه اشتراک از که است ͬ هائͬ منحن بر

١٠٧



اویلر: قضیه ی اثبات

١٠٨



شنبه سیزدهم، جلسه ی ١٣

زیر صورت به (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در z = f(x, y) رویه ی بر مماس صفحه ی معادله ی که کردیم ثابت قبل جلسه ی ٨ در

است:

z − z٠ =
∂f

∂x
(x٠, y٠)(x− x٠) +

∂f

∂y
(x٠, y٠)(y − y٠)

بنویسید. (١, ١, ٢) نقطه ی در را z = x٢ + y٢ بیضوی ͬ وار سهم بر مماس صفحه ی معادله ی .١١٧ مثال

پاسخ.
∂f

∂x
(١, ١) = ٢x|x=١ = ٢

∂f

∂y
(١, ١) = ٢y|y=١ = ٢

z − ٢ = ٢(x− ١) + ٢(y − ١)

برای خطͬ تقریبی درواقع z − z٠ = ∂f
∂x
(x٠, y٠)(x− x٠) +

∂f
∂y
(x٠, y٠)(y − y٠) معادله ی به صفحه ی .١١٨ توجه

واقع ax. در + by صورت به است تابعͬ خطͬ، تقریب ͷی از منظور است. (x٠, y٠) نقطه ی حول z = f(x, y) تابع

کنیم. پیدا f(x, y) تابع̧ ͷی برای ax+ by صورت به تقریبی که است این دیفرانسیل پذیری بحث در هدفمان

است؟ تابع مقادیر برای مناسبی تقریب همواره بالا خطͬ تقریب آیا .١١٩ سوال

.١٢٠ مثال

f(x, y) =


xy

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

و نیستند پیوسته (٠, ٠) ی نقطه در fy و fx که دهید نشان .٣٣ تمرین

fx(٠, ٠) = ٠

fy(٠, ٠) = ٠

آید: مͬ در زیر صورت به بالا مماس) (صفحه ی معادله ی پس

z = ٠.

صفحه این با و ١
٢ با است برابر تابع مقدار x = y خط روی روی زیرا نیست؛ تابع مقادیر برای مناسبی تقریب بالا صفحه ی

دارد. زیادی فاصله ی

کشیده اند. شیرجزی خانم را جلسه این جزوه ی تایپ ٨زحمت

١٠٩



باشد. دیفرانسیل پذیر تابع که است، تابع برای مناسب تقریبی صورتͬ در مماس صفحه ی واقع در

ͬ گوییم م باشد، (x٠, y٠) نقطه ی حول تابع مقادیر برای مناسبی تقریب شده یاد خطͬ تقریب اگر (غیررسمͬ). ١٢١ تعریف

است. دیفرانسیل پذیر (x٠, y٠) نقطه ی در نظر مورد تابع

ͬ پردازیم. م گفته این دقیق بررسͬ به ادامه، در

مقدمه پذیری، دیفرانسیل ١٣ . ١

ͬ کنیم. م مرور را تک متغیره توابع دیفرانسیل پذیریِ مفهوم دهیم، توضیح را متغیره دو توابع دیفرانسیل پذیریِ آنکه از پیش

کنید فرض

f : R → R

ͬ دهد: م دست به را تابع مشتق وجود) صورت (در زیر حد که دیدیم ١ ریاضͬ در باشد. تک متغیره تابع ͷی

lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠)

h
= f ′(x٠)

واقع در dy که گفتیم شود. مͬ نامیده تابع دیفرانسیل dy = f ′(x٠)dx آنگاه باشد موجود f ′(x٠) اگر که گفتیم همچنین

پس است؛ ∆y برای تقریبی̞

y − y٠ ≈ dy = f ′(x٠)(x− x٠)

خط این معادله ی و دیفرانسیل شباهت (به است زیر صورت به x٠ نقطه ی در تابع بر مماس خط معادله ی که کنید توجه

کنید). توجه مماس

y − y٠ = f ′(x٠)(x− x٠)

١١٠



x٠ ∈ Df نقطه ی در را f : R → R تابع است: صورت بدین متغیره تک توابع برای دیفرانسیل پذیری دقیق تعریف

که: باشد موجود گونه ای به α ∈ R هرگاه ͬ خوانیم م دیفرانسیل پذیر

lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠)− αh

h
= ٠

را صورت تابع بیابید ͬ شود. م f(x٠ + h)− f(x٠) تابع به شبیه αh خط̞ͬ تابع است، دیفرانسیل پذیر تابع وقتͬ واقع در

داریم بخوانیم؛ ϵ(h)

f(x٠ + h)− f(x٠)− αh = hϵ(h)

پس

f(x٠ + h)− f(x٠) = hϵ(h) + αh

٩ که کنید دقت

lim
h→٠

ϵ(h) = ٠

پس .α = f ′(x٠) که کرد ثابت توان باشد،مͬ پذیر دیفرانسیل f اگر

lim
h→٠

f(x٠ + h)− f(x٠)− f ′(x٠)h

h
= ٠

متغیره) دو توابع پذیری(برای دیفرانسیل دقیق تعریف ١٣ . ٢

برای تقریبی αh تابع̧ که گفتیم بالا در بدهیم. تعمیم متغیره دو توابع به را دیفرانسیل پذیری مفهوم ͬ خواهیم م حال

صورتِ به تابع برای ما خطͬ تقریب متغیره، دو حالت در است. αdx صورتِ به دیفرانسیل و است f(x٠ + h)− f(x٠)

است. α١h١ + α٢h٢

که باشند موجود چنان α١, α٢ ∈ R هرگاه خوانیم مͬ پذیر دیفرانسیل (x٠, y٠) نقطه ی در را f : R٢ → R تابع

است. تک متغیره توابع برای نمو قضیه ی واقع در بالا ٩معادله ی

١١١



⋆ lim
(h١,h٢)→(٠,٠)

f(x٠ + h١, y٠ + h٢)− f(x٠, y٠)− α١h١ − α٢h٢√
h٢

١ + h٢
٢

= ٠

دهید: قرار متغیره تک حالت مطابق

ϵ(h١, h١) =
f(x٠ + h١, y٠ + h٢)− f(x٠, y٠)− α١h١ − α٢h٢√

h٢
١ + h٢

٢

که طوری به باشند موجود α١, α٢, ϵ(h١, h٢) هرگاه است پذیر دیفرانسیل f تابع̧ پس

⇒ ϵ(h١, h٢)
√
h٢

١ + h٢
٢ + f(x٠, y٠) + α١h١ + α٢h٢ = f(x٠ + h١, y٠ + h٢)

lim(h١,h٢)→(٠,٠) ϵ(h١, h٢) = ٠ و

آنگاه باشد پذیر دیفرانسیل تابعͬ f اگر .١٢٢ توجه

(α١, α٢) = (
∂f

∂x
(x٠, y٠),

∂f

∂y
(x٠, y٠))

ͬ نویسیم: م و

f ′(x٠, y٠) = (α١, α٢).

کنیم. محاسبه (٠, h) و (h, ٠) مسیرهای روی را (⋆) بالا اصل̞ͬ حد کافیست نکته این اثبات برای

اصلͬ، تعریف در شده نوشته حد باید و ͬ شود نم پذیری دیفرانسیل باعث ∂f
∂y
(x٠, y٠) و ∂f

∂x
(x٠, y٠) وجود تنها .١٢٣ توجه

شود. صفر

است. پیوسته نقطه این در آنگاه باشد، پذیر دیفرانسیل (x٠, y٠) ی نقطه در f اگر .١٢۴ توجه

lim
(h١,h٢)→(٠,٠)

f(x٠ + h١, y٠ + h٢) = f(x٠, y٠)

بͽیرید) ͷکم ⋆ تعریف در شده نوشته حد (از شما ی عهده به اثبات

.١٢۵ مثال

f(x, y) =


٢xy

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

نیست. پذیر دیفرانسیل نقطه این در پس نیست، پیوسته نقطه این در تابع ولͬ موجودند، (٠, ٠) در fy و fx مثال این در

پذیراست. دیفرانسیل (٠, ٠) در زیر تابع که دهید نشان .١٢۶ مثال

f(x, y) =


xy(x٢−y٢)
x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

١١٢



جزئͬ: مشتقات پاسخ.

fx(٠, ٠) = lim
h٠→١

f(٠ + h١, ٠)− f(٠, ٠)
h١

= ٠

fy(٠, ٠) = lim
h٠→٢

f(٠, ٠ + h٢)− f(٠, ٠)
h٢

= ٠

پذیری: دیفرانسیل حد

lim
h١,h٠→٢

f(٠ + h١, ٠ + h٢)− f(٠, ٠)− α١h١ − α٢h٢√
h٢

١ + h٢
٢

داریم: باشد، پذیر دیفرانسیل f تابع اگر .١٢٧ توجه

α١ = fx

α٢ = fy

lim
h١,h٠→٢

f(x٠ + h١, y٠ + h٢)− f(x٠, y٠)− fx(x٠, y٠)h١ − fy(x٠, y٠)h٢√
h٢

١ + h٢
٢

= ٠

که کنیم ثابت است کافͬ بالا تابع مورد در پس

lim
h١,h٠→٢

f(٠ + h١, ٠ + h٢)− f(٠, ٠)− (٠)h١ − (٠)h٢√
h٢

١ + h٢
٢

= ٠

که کنیم ثابت باید یعنͬ

lim
h١,h٠→٢

h١h٢(h
٢
١ − h٢

٢)

(h٢
١ + h٢

٢)
٣
٢

= ٠

که داد نشان باید

∀ϵ > ٠∃δ > ٠∀(h١, h٢)(
٠ <

√
h٢

١ + h٢
٢ < δ → |h١h٢(h

٢
١ − h٢

٢)

(h٢
١ + h٢

٢)
٣
٢

| < ϵ

)

نویس: چرک

داریم: |h٢
١ − h٢

٢| ≤ |h٢
١ + h٢

٢| به توجه با

|h١h٢||(h٢
١ − h٢

٢)|
(h٢

١ + h٢
٢)

٣
٢

≤
√
h١
√
h٢|h٢

١ + h٢
٢|

(h٢
١ + h٢

٢)
٣
٢

≤
√

h٢
١ + h٢

٢
√

h٢
١ + h٢

٢(h
٢
١ + h٢

٢)

(h٢
١ + h٢

٢)
٣
٢

=
√
h٢

١ + h٢
٢

اگر آنگاه δ = ϵ اگر ϵ > ٠ هر برای بالا، محاسبات به توجه با

√
h٢

١ + h٢
٢ < δ

١١٣



آنگاه
h١h٢(h

٢
١ − h٢

٢)√
(h٢

١ + h٢
٢)

٣
≤
√
h٢

١ + h٢
٢ < δ = ϵ

١٠ ن˼مˀو̱). (قضیه ی ١٢٨ قضیه

باشند موجود ϵ٢(∆x,∆y) و ϵ١(∆x,∆y) توابع اگر تنها و اگر است پذیر دیفرانسیل (x٠, y٠) ی نقطه در f(x, y) تابع

نوشت: بتوان (x٠, y٠) نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در که بطوری

f(x٠ +∆x, y٠ +∆y)− f(x٠, y٠)︸ ︷︷ ︸
=∆z

=

fx(x٠, y٠)∆x+ fy(x٠, y٠)∆y + ϵ١(∆x,∆y) + ϵ٢(∆x,∆y)

و

lim
(∆x,∆y)→(٠,٠)

ϵ١(∆x,∆y) = ٠

lim
(∆x,∆y)→(٠,٠)

ϵ٢(∆x,∆y) = ٠

شما. ی عهده به اثبات

بودن دیفرانسیل  پذیر برای کافͬ شرطͬ زیر قضیه ی در ͬ کنیم. نم استفاده تعاریف از لزوماً دیفرانسیل پذیری بررسͬ برای

کرده ایم: بیان

است. دیفرانسیل پذیر نقطه آن در f آنگاه باشند، پیوسته (x٠, y٠) نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در هردو fy و fx اگر .١٢٩ قضیه

این برای خطͬ تقریب ͷی و است دیفرانسیل پذیر (١, ٠) ی نقطه در f(x, y) = xexy تابع که دهید نشان .١٣٠ مثال

بیابید. ͬͽهمسای آن در تابع

پاسخ.

fx(x, y) = exy + xyexy

fy(x, y) = x٢exy

است. پذیر دیفرانسیل نظر مورد تابع پس اند. پیوسته (١, ٠) نقطه ی جمله از نقاط تمام در بالا توابع

خطͬ: تقریب

∆z ≈ fx(١, ٠)∆x− fy(١, ٠)∆y

fx(١, ٠) = ١ + ٠ = ١

fy(١, ٠) = ١

∆z ≈ ∆x+∆y ⇒ f(١ +∆x, ٠ +∆y) ≈ f(١, ٠) + ∆x+∆y = ١ +∆x+∆y

١٠Increment
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نوشت: ͬ توان م پس

f(x, y) ≈ ١ + (x− ١) + (y) = x+ y

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را آن ک͒لّͬ دیفرانسیل  باشد، دیفرانسیل پذیر f اگر .١٣١ تعریف

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

نشان را مماس صفحه ی ارتفاع تغییر میزان واقع در کلͬ دیفرانسیل گفتیم، مماس صفحه ی معادله ی درباره ی آنچه به بنا

ͬ دهد: م

١١۵



دوشنبه چهاردهم، جلسه ی ١۴

دیفرانسیل پذیری ١ . ١۴

اگر که گفتیم قبل جلسه ی در

z = f(x, y)

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را آن کلͬ دیفرانسیل آنگاه باشد، دیفرانسیل پذیر تابع ͷی

dz =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂x
dy

داد: نمایش زیر ماتریسͬ صورت به ͬ توان م را بالا گفته ی .١٣٢ مشاهده

[
∂f
∂x

∂f
∂y

]dx
dy

 = dz

به تابع برای تقریبی رو ازاین و ͬ دهد م نشان را مماس صفحه ی ارتفاع تغییر هندسͬ، لحاظ از دیفرانسیل که گفتیم

ͬ دهد. م دست

بنویسید. خطͬ تقریب ͷی شده داده نقاط حول زیر توابع برای

(٢, ٣) نقطه ی حول ١ + x ln(xy − ۵) تابع .١

پاسخ.
∂f

∂x
(x, y) = ln(xy − ۵) + xy × ١

xy − ۵
⇒ ∂f

∂x
(٢, ٣) =����*٠

ln(١) + ۶ = ۶

∂f

∂y
(x, y) = x٢ × ١

xy − ۵
⇒ ∂f

∂y
(٢, ٣) = ۴

f(x, y) ≈ f(x٠, y٠) +
∂f

∂x
(x٠, y٠)

(
x− x٠

)
+

∂f

∂y
(x٠, y٠)

(
y − y٠

)
f(x, y) ≈ ١ + ۶(x− ٢) + ۴(y − ٣) = ۶x+ ۴y − ٢٣

(١, ۴) نقطه ی حول f(x, y) =
√
xy تابع .٢

(x٠, y٠) نقطه ی حول f(x, y) = x٢ey تابع .٣

(٠, ٣) نقطه ی حول f(x, y) = y + sin(x
y
) تابع .۴

١١۶



زنجیره ای قاعده ی ١ . ٢۴

و متغیره تک توابعͬ نیز y(t) و x(t) کنید فرض باشند. y و x حسب بر دیفرانسیل پذیر تابعͬ z = f(x, y) کنید فرض

گرفت: نظر در t از دیفرانسیل پذیر تابع ͷی عنوان به ͬ توان م را z آنگاه باشند دیفرانسیل پذیر

z(t) = f
(
x(t), y(t)

)
: R → R

داریم:

dz =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

پس:
dz

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt

دیͽر: بیان به

z′(t) =
∂f

∂x
x′(t) +

∂f

∂y
y′(t)

بیابید. را dz
dt

آنگاه y(t) = cos t و x(t) = sin ٢t و ،z = x٢y + ٣xy۴ اگر .١٣٣ مثال

پاسخ.
dz

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt

z′(t) = (٢yx+ ٣y٢)(٢ cos ٢t) + (x٢ + ١٢xy٣)(− sin t)

⇒ z′(t) = (٢ sin ٢t cos t+ ٣ cos۴ t)(٢ cos ٢t) + (sin٢ ٢t+ ١٢ sin ٢t+ cos٣ t)(− sin t)

است: واقع رویه روی منحنͬ، این که است واضح است؛ شده کشیده (x(t), y(t), z(x(t), y(t)) منحن̞ͬ زیر در

١١٧



کشیده ایم: را sin(٢t), cos(t) توابع گرافهای زیر در

برداریِ تابع زیر در
−→r (t) =

(
sin ٢t, cos t

)
٠ ⩽ t ⩽ ٢π

کرده ایم: رسم را

دوم) (حالت زنجیره  ای قاعده ی ١ . ٣۴

بر دیفرانسیل پذیر توابعͬ نیز y(x, t) و x(s, t) و باشد y و x حسب بر دیفرانسیل پذیر تابعͬ z = f(x, y) کنید فرض

آنگاه باشند. t و s حسب
∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

∂z

∂t
=

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t

١١٨



که کنید ثابت .٣۴ تمرین
dy

dx
=

dz
dx
dz
dy

.١٣۴ راهنمایی

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy ⇒

..١ dz

dx
=

∂z

∂x
+

∂z

∂y

dy

dx

..٢ dz

dy
=

∂z

∂x

dx

dy
+

∂z

∂y

کنید. وسطین  ــ طرفین  و بنویسید را تمرین در آمده عبارت

است. نادرست زیر عبارت .١٣۵ توجه
dy

dx
̸=

∂z
∂x
∂z
∂y

کنید. محاسبه را ∂z
∂t

و ∂z
∂s

آنگاه .y = s٢t و x = st٢ ،z = ex sin y کنید فرض .١٣۶ مثال

پاسخ.
∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

∂z

∂s
= (ex sin y)(t٢) + (ex cos y)(٢st) = t٢est

٢
sin(s٢t) + ٢stest٢

cos(s٢t)

∂z

∂t
=

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t

∂z

∂t
= (ex sin y)(٢st) + (ex cos y)(s٢) = ٢stest٢

sin(s٢t) + s٢est
٢
cos(s٢t)

کنید. محاسبه را ∂٢z
∂r٢ و ∂z

∂r
.y = ٢rs و x = r٢ + s٢ ،z = f(x, y) کنید فرض .١٣٧ مثال

پاسخ.
∂z

∂r
=

∂z

∂x

∂x

∂r
+

∂z

∂y

∂y

∂r
=

∂z

∂x
(٢r) + ∂z

∂y
(٢s)

∂z

∂r
: R٢ → R

بعد. جلسه ی در پاسخ بقیه ی
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چهارشنبه پانزدهم، جلسه ی نیم ١۵

زنجیره ای قاعده ی ادامه ی ١ . ١۵

کرد: استفاده زیر درخت از ͬ توان م زنجیره ای قاعده ی کارگیری به نحوه ی سپردن خاطر به برای

شوند: طͬ s سمت به درخت بالای از مسیرها تمام باید s حسبِ بر جزئͬ مشتق محاسبه ی برای مثلا́

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

و باشد داشته پیوسته دوم مرتبه ی جزئͬ مشتقات z = f(x, y) کنید فرض .١٣٨ مثال

x = r٢ + s٢

y = ٢rs

کنید. محاسبه را ∂٢z
∂r٢ و ∂z

∂r
آنگاه

پاسخ.
∂z

∂r
= (

∂z

∂x
)(٢r) + (

∂z

∂y
)(٢s)

∂٢z

∂r٢ =
∂

∂r
(
∂z

∂r
) =

∂

∂r

(∂z
∂x

(٢r) + ∂z

∂y
(٢s)

)
=

∂

∂r

(∂z
∂x

٢r
)︸ ︷︷ ︸

A

+
∂

∂r

(∂z
∂y

٢s
)

︸ ︷︷ ︸
B

A =
∂

∂r
(
∂z

∂x
)٢r + ٢∂z

∂x
=

∂

∂x
(
∂z

∂x
)× ∂x

∂r
+

∂

∂y
(
∂z

∂x
)× ∂y

∂r
+ ٢∂z

∂x
=

∂٢z

∂x٢ × (٢r) + ∂٢z

∂y∂x
× (٢s) + ٢∂z

∂x

B = ٢s× ∂

∂r
(
∂z

∂y
) = ٢s×

( ∂

∂x
(
∂z

∂y
)× ∂x

∂r
+

∂

∂y
(
∂z

∂y
)× ∂y

∂r

)
=

١٢٠



٢s×
( ∂٢z

∂x∂y
× ٢r + ∂٢z

∂y٢ × ٢s
)

برای زنجیره ای قاعده ی و دیفرانسیل پذیری قواعد و داد تعمیم نیز متغیره سه توابع به ͬ توان م را دیفرانسیل پذیری مفهوم

درستند. نیز متغیره سه توابع

ω = f(x, y, z) ω : R٣ → R

dω =
∂ω

∂x
dx+

∂ω

∂y
dy +

∂ω

∂z
dz

کنید. محاسبه را ∂u
∂s

.١٣٩ مثال

u = x۴y + y٢z٣

x = rset

y = rs٢et

z = r٢s sin t

پاسخ.

∂u

∂s
=

∂u

∂x

∂x

∂s
+

∂u

∂y

∂y

∂s
+

∂u

∂z

∂z

∂s
= . . .

ضمنͬ مشتق گیری ١ . ٢۵

را معادله ای چنین باشد. شده داده ضمنͬ طور به F (x, y) = ٠ معادله ی ͷی طͬ در x حسب بر y مقادیر که کنید فرض

کرد. فرض z = f(x, y) رویه ی برای تراز  ͬ منحن ͷی معادله ی ͬ توان م

است. k ارتفاع در رویه تراز منحنͬ است، ثابت عدد ͷی k که f(x, y) = k ولͬ است رویه z = f(x, y) .١۴٠ توجه

١٢١



داریم: پس است. x از تابعͬ y که بدانیم که کنید فرض

F
(
x,

=y

f(x)
)
= ٠

داریم

dF = ٠ ⇒ ∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy = ٠

⇒ ∂F

∂x
dx = −∂F

∂y
dy ⇒ dy

dx
=

−∂F
∂x

∂F
∂y

=
−Fx

Fy

Fy(a, b) ̸= ٠ و F (a, b) = ٠ و باشد شده تعریف (a, b) شامل ͷدیس ͷی در F کنید فرض ضمنͬ). (تابع ١۴١ قضیه

کرد استخراج x از تابعͬ عنوان به را y ͬ توان م F (x, y) = ٠ معادله ی از آنگاه باشند. پیوسته ͷدیس آن روی Fy و Fx و

ͬ آید: م دست به زیر رابطه ی از تابع این مشتق و
dy

dx
=

−∂F
∂x

∂F
∂y

معادله ی که کنید فرض .٣۵ تمرین

F (x, y, z) = ٠

کنید. محاسبه را ∂z
∂y

و ∂z
∂x

آنگاه دهد. دست به x, y حسبِ بر ضمنͬ طور به را z مقادیرِ

نقطه ی شامل کره ی ͷی در F سه متغیره ی تابع که کنید فرض متغیره). سه توابع برای ضمنͬ تابع (قضیه ی ١۴٢ قضیه

آنگاه .Fz(a, b, c) ̸= ٠ و F (a, b, c) = ٠ و باشند پیوسته کره این در سه هر Fx, Fy, Fz و باشد شده تعریف (a, b, c)

دست به (a, b, c) نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در x, y از دیفرانسیل پذیر تابعͬ صورت به را z متغیرِ F (x, y, z) = ٠ رابطه ی

داریم: تابع این برای و ͬ دهد م
∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

∂z

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

سوئͬ مشتقات ١ . ٣۵

بͽیریم: مشتق x حسب بر زیر تابع̧ از است کافͬ y = y٠ نقطه ی در ∂z
∂x

محاسبه ی برای که گفتیم

z = f(x, y٠)

کردیم: تحلیل زیر صورت به را بالا عبارت نیز هندسͬ لحاظ از

١٢٢



ͬ آمد: م دست به زیر عبارت از نظر مورد مشتق

lim
h→٠

=f
(
(x٠,y٠)+h(١,٠)

)︷ ︸︸ ︷
f(x٠ + h, y٠) −f(x٠, y٠)

h

بردارِ جهتِ در (x٠, y٠) نقطه ی از x حسب بر جزئͬ مشتق محاسبه ی برای نوشته ایم، بالائͬ کولاد آ در که عبارتͬ به بنا

کرده ایم: اندازه  گیری را تابع تغییرات و شده ایم دور h اندازه ی به (١, ٠)

گرفت: مشتق دلخواهͬ بردار هر جهت در ͬ توان م شده داده تابع ͷی از واقع در

صورت به u⃗ بردار جهت در (x٠, y٠) نقطه ی در f(x, y) تابع سویی مشتق باشد. یͺه بردار ͷی u⃗ = (a, b) کنید فرض

ͬ شود: م تعریف زیر

lim
h→٠

f(x٠ + ha, y٠ + hb)− f(x٠, y٠)

h
= Du⃗f(x٠, y٠)

آنگاه u⃗ = (١, ٠) اگر خاص طور به

Du⃗f(x٠, y٠) = lim
h→٠

f(x٠ + h, y٠)− f(x٠, y٠)

h
= fx(x٠, y٠)

آنگاه u⃗ = (٠, ١) اگر مشابهاً

Du⃗f(x٠, y٠) = fy(x٠, y٠)

u بردار جهت در (x٠, y٠) نقطه ی از گذرنده صفحه ی ͬ کنیم: م هندسͬ تعبیر زیر صورت به را u بردارِ جهت در سوئͬ مشتق

ͬ کنیم: م حساب را رویه با صفحه این اشتراک در شده ایجاد منحنͬ بر مماس خط شیب و ͬ کنیم م رسم را z محور موازی و

ͬ کند م تغییر نرخͬ چه با مختلف، جهتهای در ما تابع که بپردازیم نکته این بررسͬ به ͬ توانیم م سوئͬ مشتقات از استفاده با

ͬ کند. م تغییر سریعتر جهت، کدام در و

١٢٣



شنبه شانزدهم، جلسه ی ١۶

باشد: برقرار زیر معادله ی و باشد x حسب بر دیفرانسیل پذیر تابعͬ y تابع اگر که ١١ گفتیم .١۴٣ یادآوری

F (x, y) = ٠

آنگاه
dy

dx
=

−∂F
∂x

∂F
∂y

کنید. محاسبه را y′(x) آنگاه x٣؛ + y٣ = ۶xy و باشد x از تابعͬ y کنید فرض .١۴۴ مثال

پاسخ.

F (x, y) = x٣ + y٣ − ۶xy
∂F

∂x
= ٣x٢ − ۶y ,

∂F

∂y
= ٣y٢ − ۶x

dy

dx
=

−٣x٢ + ۶y
٣y٢ − ۶x

آنگاه: w = F (x, y, z) = ٠ و باشد y و x از تابعͬ z که کنید فرض .١۴۵ تعمیم

∂w

∂x
=

∂f

∂x

∂x

∂x
+

∂f

∂y

∂y

∂x
+

∂f

∂z

∂z

∂x

پس
∂z

∂x
=

−Fx

Fz

,
∂z

∂y
=

−Fy

Fz

که فرض این با بیابید، را ∂z
∂y

و ∂z
∂x

.١۴۶ مثال

x٣ + y٣ + z٣ + ۶xyz − ١ = ٠

پاسخ.
∂z

∂x
=

−(٣x٢ + ۶yz)
٣z٢ + ۶xy

∂z

∂y
= . . .

کشیده اند. شیرجزی خانم را جلسه این جزوه ی تایپ ١١زحمت

١٢۴



سویی مشتق ی ادامه ١ . ١۶

زیر صورت به u = (a, b) یͺه ی بردارِ جهت در (x٠, y٠) نقطه ی در f(x, y) متغیره ی دو تابع̧ ͷی سوئͬ مشتق که گفتیم

ͬ شود: م تعریف

Duf(x٠, y٠) = lim
h→٠

f(x٠ + ha, y٠ + hb)− f(x٠, y٠)

h

صفحه ی با رویه اشتراک گرفتن نظر در یعنͬ شده، یاد بردار جهت در سوئͬ مشتق محاسبه ی هندسͬ، لحاظ از که گفتیم

yزیر: − y٠ = b
a
(x− x٠)

z = f(x, y)

مشتقهای زیر، بردار دو جهت در که گفتیم نیز .(x٠, y٠, z٠) نقطه ی در شده ایجاد منحنͬ بر مماس خط شیب محاسبه ی و

هستند: جزئͬ مشتقهای همان سوئͬ

i = (١, ٠) Dif(x, y) =
∂f

∂x
(x, y)

j = (٠, ١) Djf(x, y) =
∂f

∂y
(x, y)

یͺه بردار هر جهت در f مشتق آنگاه باشد. y و x حسب بر پذیر دیفرانسیل تابعͬ z = f(x, y) کنید فرض .١۴٧ قضیه

شود: مͬ محاسبه زیر ی رابطه از و است موجود (a, b) ی

u = (a, b) Duf(x٠, y٠) =
∂f

∂x
(x٠, y٠)a+

∂f

∂y
(x٠, y٠)b

=

(
∂f

∂x
(x٠, y٠),

∂f

∂y
(x٠, y٠)

)a
b

 =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
.(a, b)

ببینید. را ۶٠ و ۵٨ تمرینهای

بͽیرید: نظر در را زیر تابع اثبات.

g(h) = f(x٠ + ah, y٠ + bh)

داریم

g′(٠) = lim
h→٠

g(h)− g(٠)
h

= lim
h→٠

f(x٠ + ah, y٠ + bh)− f(x٠, y٠)

h
= Duf(x٠, y٠)

طرفͬ از اما

g = f(x, y)

x = x٠ + ha , y = y٠ + hb

پس

g′(٠) = ∂f

∂x
(x٠, y٠) +

∂f

∂y
(x٠, y٠)b

١٢۵



u = صورتِ به ͬ سازد م x محور با که زاویه ای به توجه با ͬ توان م را u دوبعدیِ یͺه ی بردارِ هر که کنید توجه

داد: نشان (cos(θ), sin θ)

داریم: صورت این در

Duf =
∂f

∂x
cos θ +

∂f

∂y
sin θ

θ = π
۶ زاویه ی x محورِ با که باشد برداری u که کنید فرض و f(x, y) = x٣ − ٣xy + ۴y٢ کنید فرض .١۴٨ مثال

کنید. محاسبه بردار این جهت در را تابع مشتق ͬ سازد. م

پاسخ.

Duf(x, y) =
∂f

∂x
(cos

π

۶
) +

∂f

∂y
(sin

π

۶
) = (٣x٢ − ٣y)(

√
٣

٢
) + (−٣x+ ٨y)(١

٢
)

ͬ شود. م ظاهر مشتق به مربوط تعاریف در (fx(x, y), fy(x, y)) بردارِ که شده اید متوجه حتماً گذشته جلسات طͬ در

است: نامͬ شایسته ی برداری تابع این

کنیم: مͬ تعریف باشد، متغیره دو تابع ͷی f(x, y) کنید فرض .١۴٩ تعریف

∇f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) =
∂f

∂x
(x, y)

−→
i +

∂f

∂y
(x, y)

−→
j

توجه ͬ خوانیم. م گرادیان تابع را بالا تابع است. «چنگ» سازِ معنͬ به یونانͬ کلمه ای نابلا و ͬ شود م خوانده نابلا ∇ علامتِ

ͬ برد. م R٢ در بردار ͷی به را R٢ از نقطه هر یعنͬ است. برداری تابع ͷی گرادیان که کنید

∂f

∂x
: R٢ → R

∂f

∂y
: R٢ → R

∇ : R٢ → R٢

∇(x, y) = (
∂f

∂x
(x, y),

∂f

∂y
(x, y))

١٢۶



آنگاه f(x, y) = sinx+ exy اگر .١۵٠ مثال

∇f(x, y) =
∂f

∂x
(x, y)

−→
i +

∂f

∂y
(x, y)

−→
j = (cos x+ yexy)

−→
i + (xexy)

−→
j

(x, y) 7→ (cosx+ yexy)
−→
i + (xexy)

−→
j

(u = (a, b) (اگر نوشت: ͬ توان م نابلا نماد از استفاده با .١۵١ توجه

Duf = ∇f.−→u = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
).(a, b) =

∂f

∂x
a+

∂f

∂y
b

کنید. محاسبه (١−,٢) نقطه ی در و −→v = ٢−→i +۵−→j بردار جهت در را f(x, y) = x٢y٣ −۴y تابع مشتق .١۵٢ مثال

پاسخ.

Duf(x٠, y٠) = ∇f(x٠, y٠).
−→u

∇f(x٠, y٠) = (٢xy٣, ٣x٢y٢ − ۴)

∇f(١−,٢) = (−۴, ٨)

−→uv =
−→v
||v||

=
٢√
٢٩

−→
i +

۵√
٢٩

−→
j

D( ٢√
٢٩ ,

۵√
٢٩ )
f(١−,٢) = −۴ × ٢√

٢٩
+ ٨ × ۵√

٢٩

است: زیر ضابطه ی دارای ∇f : R٣ → R٣ آنگاه باشد. متغیره سه تابعͬ f : R٣ → R کنید فرض .١۵٣ توجه

(x, y, z) 7→ (
∂f

∂x
(x, y, z),

∂f

∂y
(x, y, z),

∂f

∂z
(x, y, z))

کنیم: مͬ تعریف باشد، یͺه بردار ͷی −→u = (a, b, c) اگر همچنین

Duf = ∇f.−→u

محاسبه (١, ٣, ٠) ی نقطه در −→v =
−→
i +٢−→j −

−→
k بردار جهت در را f(x, y, z) = x sin(yz) تابع مشتق .١۵۴ مثال

کنید.

پاسخ.

∇f(x٠, y٠, z٠) = (sin(y٠z٠), x٠z٠ cos(y٠z٠), x٠y٠ cos(y٠z٠))

∇f(١, ٣, ٠) = (sin(٠), ٠ × cos(٠), ٣ × cos(٠)) = (٠, ٠, ٣)

−→uv =
−→v
||v||

=

−→
i + ٢−→j −

−→
k√

١ + ۴ + ١
=

١√
۶
−→
i +

٢√
۶
−→
j − ١√

۶
−→
k

Duf(١, ٣, ٠) = (٠, ٠, ٣).( ١√
۶
,

٢√
۶
,− ١√

۶
) = ٠ + ٠ − ٣√

۶
= − ٣√

۶

١٢٧



که: گفتیم باشد. پذیر دیفرانسیل تابعͬ متغیره) سه یا متغیره (دو f کنید فرض .١۵۵ توجه

Duf(x٠, y٠) = ∇f(x٠, y٠).
−→u = ||∇f(x٠, y٠)||.||−→u ||. cos θ

است.) −→u و ∇f و بین ی زاویه θ)

این و باشد؛ گرادیان بردار جهت در −→u که زمانͬ یعنͬ cos؛ θ = ١ که دهد مͬ روی زمانͬ Du مقدار حداکثر بنابراین

∥∇f(x٠, y٠)∥ با: است برابر مقدار

.١۵۶ مثال

بیابید. کنیم، مͬ حرکت (١
٢ , ٢) ی نقطه سمت به (٢, ٠) ی نقطه از وقتͬ را f(x, y) = xey تابع تغییرات نرخ الف)

است؟ چقدر مقدار این و دارد را تغییرات نرخ حداکثر تابع جهت کدام در ب)

پاسخ.
−→v = (

١
٢
− ٢, ٢ − ٠) = (−٣

٢
, ٢)

−→u =
−→v

||−→v ||
=

(−٣
٢ , ٢)√
٩
۴ + ۴

=
(−٣

٢ , ٢)
۵
٢

= (
−٣
۵

,
۴
۵
)

∇f(x٠, y٠) = (ey٠ , x٠e
y٠)

∇f(٢, ٠) = (١, ٢)

Duf(٢, ٠) = ∇f.−→u = (١, ٣−).(٢
۵

,
۴
۵
) =

−٣
۵

+
٨
۵
=

۵
۵
= ١

.
√

۴ + ١ با: است برابر مقدار این و دارد را تغییرات نرخ حداکثر (١, ٢) بردار جهت در تابع

١٢٨



دوشنبه هفدهم، جلسه ی ١٧

تمرین چند حل ١٧ . ١

و باشد داشته پیوسته دوم جزئͬ مشتقات f هرگاه خوانیم مͬ n درجه ی از همͽن را f تابع .٣۶ تمرین

∀t f(tx, ty) = tnf(x, y).

است. ٣ درجه ی از همͽن زیر تابع که دهید نشان الف)

f(x, y) = x٢y + ٢xy٢ + ۵y٣

پاسخ.

f(x, y) = x٢y + ٢xy٢ + ۵y٣

f(tx, ty) = t٣(x٢y + ٢xy٢ + ۵y٣)

f(tx, ty) = t٣f(x, y)

که دهید نشان ، باشد n ی درجه از همͽن f اگر ب)

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= nf(x, y)

داریم: است همͽن f که آنجا از پاسخ.

f(tx, ty) = tnf(x, y)

زنجیره ای: قاعده ی به بنا پس،

∂f

مولفه ی اول∂
مولفه ی اول∂

∂t
+

∂f

مولفه ی دوم∂
مولفه ی دوم∂

∂t
= ntn−١f(x, y)

پس:
∂f

∂x
(tx, ty)× x+

∂f

∂y
(tx, ty)× y = ntn−١f(x, y)

نظربͽیرید: در را زیر متغیر تغییر سوال، حͺم معادله ی به رسیدن برای

∂f

∂x
(u, v)× u

t
+

∂f

∂y
(u, v)× v

t
= ntn−١f(

u

t
,
v

t
)

کنیم: مͬ ضرب t در

∂f

∂x
(u, v)× u+

∂f

∂y
(u, v)× v = ntn−١f(

u

t
,
v

t
) = nf(t× u

t
, t× v

t
) = nf(u, v)

ͬ شود. م ثابت اینجا در حͺم و

١٢٩



جهت در را تابع این دوم سوئͬ مشتق باشد، داشته پیوسته دوم ی مرتبه جزئͬ مشتقات f(x, y) = xe٢y اگر .٣٧ تمرین

(D٢
uf(۴, ۶) =?) بیابید. (۴, ۶) بردار

داریم: u = (a, b) و f(x, y) کنید فرض .١۵٧ توجه

Duf(x, y) =
∂f

∂x
a+

∂f

∂y
b

D٢
uf(x, y) = Du[

∂f

∂x
a+

∂f

∂y
b] = Du(

∂f

∂x
a) +Du(

∂f

∂y
b) =

∂٢f

∂x٢ a
٢ +

∂٢f

∂x∂y
ab+

∂٢f

∂y∂x
ab+

∂٢f

∂y٢ b
٢ =

∂٢f

∂x٢ a
٢ + ٢ ∂٢f

∂x∂y
ab+

∂٢f

∂y٢ b
٢

پیوسته اند. نظر مورد تابع دوم جزئͬ مشتقات که کرده ایم استفاده فرض این از آخر قسمت در که کنید توجه

کنید. یͺه بردار ͷی به تبدیل را شده داده بردار باید که کنید توجه کنید. حل را تمرین بالا توجه از استفاده با

است؟ پیوسته مبدأ در زیر تابع آیا .٣٨ تمرین

f(x, y) =


sin(xy)

xy
xy ̸= ٠

١ xy = ٠

که: دهیم نشان باید است. پیوسته (٠, ٠) نقطه ی در بالا تابع که کنیم مͬ ادعا پاسخ.

∀ϵ > ٠∃δ > ٠∀(x, y)(٠ <
√
x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)− ١| < ϵ]

داریم: همواره کند، پیروی دوم ی ضابطه از تابع اگر صفر به ͷنزدی نقاط در .١۵٨ توجه

|f(x, y)− ١| = |١ − ١| < ϵ

١٣٠



داریم: xy ̸= ٠ که گیریم مͬ نظر در را هایی (x, y) تنها پس

|sin(xy)
xy

− ١| = |sin(xy)− xy

xy
|

تیلور: بسط

sinx = x− x٣

۶
+

x۵

۵!
− ...

داریم: x > ٠ هر برای ادعا:

x− sinx <
x٣

۶
کنید. ثابت فراگرفته اید ١ ریاضͬ درس در که روشهایی با را ادعا این

بالا: ادعای به بنا
| sin(xy)− xy|

|xy|
≤ |x٣y٣|

٣۶|xy|
≤ x٢y٢

٣۶
آنگاه: ٠ <

√
x٢ + y٢ < δ اگر آنگاه δ < ۴

√
۶ϵ اگر

|f(x, y)− ١| < ϵ

کنید فرض .٣٩ تمرین

f(x, y) =


x۴+y۴

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

بیابید. را ∂٢f
∂x٢ (٠, ٠) صورت این در

پاسخ.
∂f

∂x
(٠, ٠) = lim

h→٠

f(٠ + h, ٠)− f(٠, ٠)
h

= lim
h→٠

f(h, ٠)− ٠
h

= lim
h→٠

h۴

h٢

h
= ٠

∂f

∂x
(x, y) =


۴x٣(x٢+y٢)−٢x(x۴+y۴)

(x٢+y٢)٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

∂٢f

∂x٢ (٠, ٠) = lim
h→٠

fx(h, ٠)− fx(٠, ٠)
h

= ...

نهاده ایم. شما عهده ی به را بالا حل راه دادن ادامه

فضایی ͬ های منحن ١٧ . ٢

گرفت: نظر در زیر صورت به ͬ توان م را تابعͬ چنین باشد. برداری تابع ͷی r : R → R٣ کنید فرض

−→r (t) = (x(t), y(t), z(t))

است: مستقیم خط فضائͬ، ͬ های منحن از نمونه ͷی ͬ کند. م بندی پارامتر را فضائͬ»  ͬ «منحن ͷی بالا، صورت به تابع هر

−→r (t) = (x٠ + at, y٠ + bt, z٠ + ct) = (x٠, y٠, z٠) + t(a, b, c)

١٣١



آورده ایم: فضائͬ ͬ های منحن از دیͽری مثالهای زیر در

.١۵٩ مثال
−→r (t) = (t٣, ln(٣ − ٢t),

√
t)

کرده ایم: رسم ٠ ≤ t ≤ ١٠ برای را منحنͬ این زیر در

−→r (t) = (١ + t, ٢ + ۵t,−١ + ۶t)

١٣٢



−→r (t) = (٢ sin t, ٢ cos t, t)

است. واقع x٢ + y٢ = ۴ استوانه ی روی بالا منحنͬ که کنید دقت

−→r (t) = (t, t٢, t٣)y = x٢

z = x٣
است: زیر رویه های اشتراک واقع در و دارد نام پیچانده شده مͺعبی ̞ ͬ منحن فضائͬ، ̞ ͬ منحن این

١٣٣
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چهارشنبه هجدهم، جلسه ی نیم ١٨

تمرین چند حل ١٨ . ١

θ = π
٢ و r = ٢ در را ∂w

∂r
.آنگاه z = rθ و y = r sin θ و x = r cos θ و w = xy+yz+ zx کنید فرض .۴٠ تمرین

کنید. محاسبه

پاسخ.
∂w

∂r
=

∂w

∂x

∂x

∂r
+

∂w

∂y

∂y

∂r
+

∂w

∂z

∂z

∂r
= (y + z) cos θ + (x+ z) sin θ + (x+ y)θ

داریم (r, θ) = (٢, π٢ ) نقطه ی در

∂w

∂r
(٢, π

٢
) = (٢ sin

π

٢
+ π)

�
�
�
�>

٠
cos(

π

٢
) + (٢

�
�
�
�>

٠
cos(

π

٢
) + π) sin(

π

٢
) + (٢

�
�
�
�>

٠
cos(

π

٢
) + ٢ sin(

π

٢
))
π

٢

= ٢π sin(
π

٢
) = ٢π

باشد. برقرار x, y میان زیر ضمنͬ ضابطه ی که گیریم .۴١ تمرین

y cosx = x٢ + y٢

بیابید. را dy
dx

حاصل

پاسخ.

F (x, y) = y cosx− x٢ − y٢ = ٠

dy

dx
=

−∂F
∂x

∂F
∂y

∂F

∂x
= −y sinx− ٢x ,

∂F

∂y
= cos x− ٢y

dy

dx
=

y sin x+ ٢x
cos x− ٢y

کنند: صدق زیر رابطه ی در x, y مقادیر که کنید فرض .۴٢ تمرین

tan−١(x٢y) = x+ xy٢

کنید. محاسبه را dy
dx

حاصل

١٣۵



.١۶٠ توجه

١) F (x, y, z) = ٠ ⇒

∂F

∂x
×

�
�
���
١

∂x

∂x
+

∂F

∂y
×

�
�
���
٠

∂y

∂x
+

∂F

∂z

∂z

∂x
= ٠ ⇒ ∂z

∂x
=

−∂F
∂x

∂F
∂z

٢) F (x, y) = ٠ ⇒ dy

dx
=

−∂F
∂x

∂F
∂y

کنید. محاسبه را ∂z
∂y

و ∂z
∂x

آنگاه yz + x ln(y) = z٢ و باشد y و x از تابعͬ z کنید فرض .۴٣ تمرین

پاسخ.
∂z

∂x
=

−∂F
∂x

∂F
∂z

F (x, y, z) = yz + x ln y − z٢ = ٠
∂F

∂z
= y − ٢z ,

∂F

∂x
= ln y

∂z

∂x
=

− ln y

y − ٢z

f(x, y) =


xy(x٢−y٢)
x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)
کنید فرض .۴۴ تمرین

∂٢f
∂x∂y

(٠, ٠) ̸= ∂٢f
∂y∂x

(٠, ٠) که دهید نشان

کنیم: محاسبه تعریف از استفاده با باید را سوئͬ مشتق (x, y) = (٠, ٠) نقطه ی در پاسخ.

∂f

∂x
(٠, ٠) = lim

h→٠

f(٠ + h, ٠)− f(٠, ٠)
h

= ٠

داریم (x, y) ̸= (٠, ٠) نقاط˼ در حال

∂f

∂x
(x, y) =

(y(x٢ − y٢) + ٢x٢y)(x٢ + y٢)− ٢x٢y(x٢ − y٢)

(x٢ + y٢(٢

پس

∂f

∂x
=


(y(x٢−y٢)+٢x٢y)(x٢+y٢)−٢x٢y(x٢−y٢)

(x٢+y٢)٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)
پس:

∂

∂y
(
∂f

∂x
)(٠, ٠) = lim

h→٠

fx(٠, ٠ + h)− fx(٠, ٠)
h

= lim
h→٠

h(−h٢)h٢

h۵ = −١

شما. عهده ی به سوال حل ادامه ی

١٣۶



(خم ها) درس ادامه ی ١٨ . ٢

صورت به برداری تابع هر که گفتیم
−→r : R → R٣

ͬ کند. م مشخص فضا در را خم ͷی

t 7→ (x(t), y(t), z(t))

نیز را آن برداری معادله ی و کنید پارامتربندی را y + z = ٢ و x٢ + y٢ = ١ استوانه ی تلاقͬ محل منحنͬ .١۶١ مثال

بنویسید.

بنویسیم.تصویر رویه دو تلاقͬ از آمده وجود به خم برای −→r (t) = (x(t), y(t), z(t)) مانند ای معادله ͬ خواهیم م پاسخ.

نوشت: ͬ توان م پس است. xy صفحه ی در x٢ + y٢ = ١ استوانه ی مقطع سطح همان xy صفحه ی روی خم

−→r (t) = (cos t, sin t, ٢ − sin t)

کنید. بندی پارامتر را x٢

٢ + y٢

۴ = ١ معادله ی .١۶٢ مثال

−→r (t) = (
√

٢ cos t, ٢ sin t)

−→
r′ (t٠) = صورت به t٠ زمان در r(t) منحنͬ بر مماس بردار آنگاه −→r (t) = (x(t), y(t), z(t)) اگر .١۶٣ توجه

داد. خواهیم توضیح دوباره آینده جلسات در را مطلب این است. (x′(t٠), y
′(t٠), z

′(t٠))

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیرجزی خانم از

١٣٧



شنبه نوزدهم جلسه ی ١٩

گذشته های درس مرور ١٩ . ١

.R به R٢ از است z = f(x, y) مانند تایعͬ متغیره، دو تابع ͷی از منظور که گفتیم

ضمنͬ: مشتقات
∂z

∂x
(x٠, y٠) = lim

h→٠

f(x٠ + h, y٠)− f(x٠, y٠)

h

∂z

∂y
(x٠, y٠) = lim

h→٠

f(x٠, y٠ + h)− f(x٠, y٠)

h

کردیم. هندسͬ تعبیر زیر صورت به را بالا مفاهیم باشند. موجود بالا حدهای که صورتͬ در

نیست. پیوستگͬ حتͬ و پذیری دیفرانسیل کننده ی تضمین ∂z
∂y

و ∂z
∂x

وجود

تابع: کلͬ دیفرانسیل

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

را بالا فرمول تصویری، رسم (با ͬ دهد. م نشان را مماس صفحه ی ارتفاع تغییر هندسͬ، لحاظ از کلͬ، دیفرانسیل که گفتیم

کنید). تعبیر خود برای

گرادیان:

∇f = (
∂z

∂x
,
∂z

∂y
)

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به u بردارِ جهت در تابع سوئͬ مشتق که دیدیم نیز سوئͬ: مشتق 

Duf =
−→
∇f.−→u

توجه |∇f | با است برابر جهت آن در تابع تغییرات میزان حداکثر و شود مͬ حداکثر گرادیان بردار جهت در سوئͯ مشتق

آنگاه z = f(h١(x, y), h٢(x, y)) اگر که کنید

∂z

∂h١
(x, y) =

∂z

∂x
(h١(x, y))

تابع. اولِ مؤلفه ی حسب بر ضمنͬ مشتق یعنͬ x حسب بر ضمنͬ مشتق واقع در

مرکب: تابع مشتق

١٣٨



z = f(x, y)

y = h(t) , x = g(t)

z = f(g(t), h(t))

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt

(جزئͬ): مرکب تابع مشتق

z = f(x, y)

x = g١(r, t) y = g٢(r, t)

∂z

∂r
=

∂z

∂x

∂x

∂r
+

∂z

∂y

∂y

∂r

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

متغیره): ضمنͬ(دو تابع مشتق

آنگاه: z = F (x, y) = ٠ اگر
dz

dx
=

∂F

∂x

dx

dx
+

∂F

∂y

dy

dx
= ٠

=⇒ dy

dx
=

−∂F
∂x

∂F
∂y

١٣٩



متغیره): ضمنͬ(سه تابع مشتق

آنگاه w = F (x, y, z) = ٠ اگر

∂F

∂x �
�
���
١

∂x

∂x
+

∂F

∂y �
�
���
٠

∂y

∂x
+

∂F

∂z

∂z

∂x
= ٠

=⇒ ∂z

∂x
=

−∂F
∂x

∂F
∂z

,
∂z

∂y
=

−∂F
∂y

∂F
∂z

کنید. محاسبه را ∂z
∂y

و ∂z
∂x

آنگاه cos(xyz) = x٢ + y٢ + z٢ − ١ اگر .۴۵ تمرین

پاسخ.
∂z

∂y
=

−∂F
∂y

∂F
∂z

=
−(xz sin(xyz) + ٢y)
−xy sin(xyz)− ٢z

∂z

∂x
=

−∂F
∂x

∂F
∂z

=
−(zy sin(xyz) + ٢x)
−xy sin(xyz)− ٢z

دما جهت کدام در (١, ٢−,١) نقطه ی در باشد، شده داده زیر رابطه ی توسط نقطه هر در دما که کنید فرض .۴۶ تمرین

یابد؟ مͬ افزایش سریعتر

T (x, y, z) =
٨٠

١ + x٢ + y٢ + z٢

داراست. را افزایش نرخ حداکثر گرادیان بردار جهت در نقطه هر در تابعͬ هر پاسخ.

∇T = (
−٢x× ٨٠

(١ + x٢ + y٢ + z٢(٢ ,
−٢y × ٨٠

(١ + x٢ + y٢ + z٢(٢ ,
−٢z × ٨٠

(١ + x٢ + y٢ + z٢(٢ )

∇T (١, ٢−,١) = (
−١۶٠

٧٢ ,
−١۶٠

٧٢ ,
٣٢٠
٧٢ )

(||∇T ||)? کنید. محاسبه بالا بردار جهت در را تابع تغییرات نرخ .۴٧ تمرین

درس ادامه ی ١٩ . ٢

کنید فرض
−→r (t) : (f(t), g(t), h(t))

ͬ کنیم: م تعریف t = t٠ در حال ͬ کنیم. نم رسم را t مؤلفه ی خم ها، رسم در که کنید دقت باشد. خم ͷی برداری معادله ی

−→
r′ (t٠) = lim

h→٠

−→r (t٠ + h)−−→r (t٠)

h
= (f ′(t), g′(t), h′(t))

١۴٠



مشخص P = −→r (t٠) نقطه ی در را خم بر مماس بردار جهت واقع در r′(t٠) ͬ کنید، م مشاهده  بالا تصویر در که طور همان

ͬ کند. م

صفحه ی معادله ی گذرند. مͬ روی آن بر واقع (٢, ١, ٣) نقطه ی از و واقعند S رویه ی ͷی روی زیر های منحنͬ .۴٨ تمرین

بنویسید. نقطه آن در را رویه بر مماس

−→r١ (t) = (٢ + ٣t, ١ + t٢, ٣ − ۴t+ t٣)

−→r٢ (u) = (١ + u٢, ٢u٣ − ١, ٢u+ ١)

که کنید توجه نخست پاسخ.
−→r١ (٠) = (٢, ١, ٣) , −→r٢ (١) = (٢, ١, ٣)

ͬ رسند: م (٢, ١, ٣) نقطه ی به u = ١ نقطه ی در −→r٢ (u) و t = ٠ نقطه ی در −→r١ (t) یعنͬ

−→
r′١ (t) = (٣, ٢t,−۴ + ٢t) =⇒

−→
r′١ (٠) = (٣, ٠,−۴)

−→
r′٢ (u) = (٢u, ۶u٢, ٢) =⇒

−→
r′٢ (١) = (٢, ۶, ٢)

حاصلضرب از نظر مورد صفحه ی نرمال بردار پس واقعند. نظر مورد مماس صفحه ی روی دو هر
−→
r′٢ (١),

−→
r′١ (٠) بردارِ دو

١۴١



آنهاست: خارجͬ

−→n = (٣, ٠,−۴)× (٢, ۶, ٢) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

٣ ٠ −۴

٢ ۶ ٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ٢۴−→i − ١۴−→j + ١٨
−→
k = (٢۴,−١۴, ١٨)

است: زیر صورت به نظر مورد صفحه معادله ی پس

٢۴x− ١۴y + ١٨z = ٢۴ × ٢ − ١۴ × ١ + ١٨ × ٣ = ٨٨

ͬ شود: م ساده تر زیر صورت به که

=⇒ ٢۴x− ١۴y + ١٨z − ٨٨ = ٠

تراز های رویه بر مماس صفحات ١٩ . ٣

معادله ی آنگاه ͬ کند) م مشخص را رویه ͷی (که باشد دومتغیره تابع ͷی z = f(x, y) اگر که دیدیم گذشته درسهای در

است: زیر صورت به یادشده رویه ی بر (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در مماس صفحه ی

z − z٠ = fx(x− x٠) + fy(y − y٠)

F (x, y, z) = صورتِ به ضمنͬ معادله ی ͷی توسط که کنیم پیدا را رویه ͷی بر مماس صفحه ی معادله ی ͬ خواهیم م اینجا در

باشد. شده داده ٠

صورت به معادله هر دیدیم، پیشین درسهای در که طور همان باشد. متغیره سه تابعͬ w = F (x, y, z) کنید فرض

و باشد تراز رویه ͷی F (x, y, z) = k کنید فرض پس دهد. مͬ بدست را تابع این از تراز رویه ی ͷی F (x, y, z) = k

شده واقع F (x, y, z) = k رویه ی روی −→r (t) که آنجا از باشد. رویه این بر واقع خم ͷی −→r (t) = (f(t), g(t), h(t))

داریم: است،

F (f(t), g(t), h(t)) = k

ͬ گیریم: م مشتق t حسب بر بالا عبارت از

∂F

∂x
f ′(t) +

∂F

∂y
g′(t) +

∂F

∂z
h′(t) = ٠

داریم: P = r(t٠) نقطه ی هر در پس

−−→
∇F (p).

−→
r′ (t٠) = ٠ ⇒

−−→
∇F (p) ⊥

−→
r′ (t٠)

بر مماس صفحه ی بر ∇F (p) پس است. عمود p ی نقطه در −→r (t) بر ∇F (p) بردار −→r (t) منحنͬ هر برای بنابراین

است. عمود p نقطه ی در F (x, y, z) = k رویه ی

١۴٢



است: زیر صورت به p = (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در F (x, y, z) = k رویه ی بر مماس صفحه ی معادله ی .١۶۴ نتیجه

∂F

∂x
(p)(x− x٠) +

∂F

∂y
(p)(y − y٠) +

∂F

∂z
(p)(z − z٠) = ٠

نوشت: توان مͬ آنگاه z = f(x, y) اگر خاص بطور

F (x, y, z) = z − f(x, y) = ٠

است: زیر صورت به مماس صفحه ی معادله ی پس

−fx(x− x٠)− fy(y − y٠) + ١(z − z٠) = ٠

یعنͬ:

z − z٠ = fx(x− x٠) + fy(y − y٠)

دارد. مطابقت نیز کرده ایم ثابت قبلا́ آنچه بر این و

ͬ شود. م گفته رویه آن بر نرمال خط بͽذرد، p نقطه ی از رویه  ͷی بر عمود جهت در که خطͬ به .١۶۵ تعریف

است: زیر صورت به p نقطه ی در آن نرمال خط معادله ی باشد، نظر مورد رویه ی معادله ی F (x, y, z) = ٠ اگر پس

x− x٠
∂F
∂x
(p)

=
y − y٠
∂F
∂y
(p)

=
z − z٠
∂F
∂z
(p)

١۴٣



نشان را رویه ͷی از تراز منحنͬ ͷی (که باشد متغیره دو معادله ی ͷی F (x, y) = k اگر مشابه طور به که کنید توجه

است: عمود F (x, y) = k منحن̞ͬ بر (x, y) نقطه ی در ∇f = (∂F
∂x
, ∂F
∂y
) آنگاه ͬ دهد) م

نقشه ی اگر واقع در ͬ یابد. م افزایش سریعتر جهت آن در تابع که ͬ دهد م نشان را جهتͬ نقطه، هر در ∇ که گفتیم طرفͬ از

مسیر پرشیبترین ͬ توانیم م گرادیان بردار از استفاده با آنگاه بالا)، صورت به کنیم (فرض باشیم داشته را کوه ͷی ͷتوپوگرافی

است. عمود f(x, y) = k ͬ های منحن تمام بر مسیر این کنیم. پیدا را مشخص ارتفاع دو میان

بنویسید. (٢, ٣−,١) نقطه ی در x٢

۴ + y٢ + z٢

٩ = ٣ ͬ وار بیض بر را نرمال خط و مماس صفحه ی معادلات .١۶۶ مثال

مماس: صفحه ی پاسخ.

Fx(x− x٠) = Fy(y − y٠) + Fz(z − z٠) = ٠
x٠

٢
(x− x٠) + ٢y٠(y − y٠) +

٢z٠

٩
= ٠

(x− ٢) + ٢(y − ١)− ۶
٩
(z + ٣) = ٠

١۴۴



نرمال: خط
x− ٢

١
=

y − ١
٢

=
z + ٣
−۶

٩

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیرجزی خانم از
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تمرین چند حل دوشنبه، بیستم، جلسه ی ٢٠

کنید. رسم را ∇f آنگاه .f(x, y) = y٢ − x٢ کنید فرض .۴٩ تمرین

پاسخ.

f : R٢ → R

∇f : R٢ → R٢

(x٠, y٠) 7→
(∂f
∂x

(x٠, y٠),
∂f

∂y
(x٠, y٠)

)
∇(x٠, y٠) = (−٢x٠, ٢y٠)

(x٠, y٠) 7→ (−٢x٠, ٢y٠)

.(f(x٠, y٠) = k که صورتͬ (در است عمود (x٠, y٠) نقطه ی در f(x, y) = k تراز منحنͬ بر ∇f(x٠, y٠) .١۶٧ توجه

است. تابع افزایش جهت در ∇f(x٠, y٠) همچنین

از که F (x, y, z) = k تراز رویه ی هر بر ∇F (x٠, y٠, z٠) آنگاه ω = f(x, y, z) اگر سه متغیره) حالت (در .١۶٨ توجه

است. عمود (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در بͽذرد (x٠, y٠, z٠)

است: زیر صورت به سوال، نظرِ مورد شͺل بالا، توجه  های به بنا

موازی x+ ٢y + z = ١ صفحه ی با مماس صفحه ی x٢ + y٢ + ٢z٢ = ١ ͬ وار بیض روی نقطه کدام در .۵٠ تمرین

است؟

با است برابر (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در x٢ + y٢ + ٢z٢ = ١ ͬ وار بیض بر مماس صفحه ی نرمال بردار پاسخ.

∇F (x٠, y٠, z٠) = (٢x٠, ٢y٠, ۴z٠)

١۴۶



.(٢x٠, ٢y٠, ۴z١)||(٠, ٢, ١) که طوری به نظر مورد ͬ وار بیض روی (x٠, y٠, z٠) مانند نقاطͬ یافتن .١۶٩ هدف

x٢
٠ + y٢

٠ + ٢z٢
٠ = ١

٢x٠
١ = ٢y٠

٢ = ۴z٠

شما! عهده ی به سوال پاسخ ادامه ی و بالا معادله ی حل

در x٢ + y٢ + z٢ − ٨x− ۶y − ٨z + ٢۴ = ٠ ک͒ره ی و ٣x٢ + ٢y٢ + z٢ = ٩ ͬ وار بیض که دهید نشان .۵١ تمرین

مماسند. هم بر (١, ١, ٢) نقطه ی

پاسخ.

F (x, y, z) = ٣x٢ + ٢y٢ + z٢ = ٩

G(x, y, z) = x٢ + y٢ + z٢ − ٨x− ۶y − ٨z + ٢۴ = ٠

∇F (x٠, y٠, z٠)||∇G(x٠, y٠, z٠) یادشده، نقطه ی در که دهیم نشان است کافͬ

∇F (x٠, y٠, z٠) = (۶x٠, ۴y٠, ٢z٠)

∇G(x٠, y٠, z٠) = (٢x٠ − ٨, ٢y٠ − ۶, ٢z٠ − ٨)

۶x٠

٢x٠ − ٨
=

۴y٠

٢y٠ − ۶
=

٢z٠

٢z٠ − ٨
(∗)

کنید). (بررسͬ ͬ کند. م صدق (∗) در (١, ١, ٢) نقطه ی که کنیم بررسͬ است کافͬ

ͬ گذرند. م مختصات مبدأ از همه x٢ + y٢ = z٢ مخروط˼ بر مماس صفحات که دهید نشان .۵٢ تمرین

است: زیر معادله ی دارای (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در مماس صفحه ی معادله ی پاسخ.

∂F

∂x
(x− x٠) +

∂F

∂y
(y − y٠) +

∂F

∂z
(z − z٠) = ٠

٢x٠(x− x٠) + ٢y٠(y − y٠)− ٢z٠(z − z٠) = ٠

شما!) با (ادامه ͬ کند م صدق مماس صفحه ی معادله ی در (٠, ٠, ٠) نقطه ی دهیم نشان است کافͬ

ͬ گذرد. م مختصات مبدأ از x٢ + y٢ + z٢ = r٢ ک͒ره ی بر عمود خط هر که دهید نشان .۵٣ تمرین

است. زیر صورت به (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در کره بر نرمال خط معادله ی پاسخ.

x− x٠
∂F
∂x
(x٠, y٠, z٠)

=
y − y٠

∂F
∂y
(x٠, y٠, z٠)

=
z − z٠

∂F
∂z
(x٠, y٠, z٠)

⇒ x− x٠

٢x٠
=

y − y٠

٢y٠
=

z − z٠

z٠

ͬ کند). م صدق خطها این معادله ی در مبدأ (یعنͬ ͬ گذرند م مبدأ از بالا معادله ی به خطهای همه ی که ͬ دهیم م نشان حال

(x, y, z) = (٠, ٠, ٠) ⇒ −١
٢

=
−١
٢

=
−١
٢

✓
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بر مماس خط پارامتری معادله ی ͬ کند. م قطع بیضͬ ͷی در را x٢ + y٢ = ۵ استوانه ی y + z = ٣ صفحه ی .۵۴ تمرین

بنویسید. (١, ٢, ١) نقطه ی در شده یاد صفحه ی در را بیضͬ این

اول: حل راه پاسخ.

صفحه ی روی هم و است واقع (١, ٢, ١) نقطه ی در استوانه بر مماس صفحه ی روی هم نظر مورد خط .١٧٠ توجه

.y + z = ٣

با است برابر اول صفحه ی نرمال بردارِ است. عمود شده یاد صفحه دو نرمال بردارهای بر نظر مورد خط بردار پس

با است برابر مماس صفحه ی نرمال بردار و (٠, ١, ١)

∇F (x٠, y٠, z(١,٢,١)|(٠ = (٢x٠, y٠, (١,٢,١)|(٠ = (٢, ۴, ٠)

با است برابر نظر مورد خط بردار پس

(٠, ١, ١)× (٢, ۴, ٠) = (a, b, c) شما) عهده ی به (محاسبه

است: زیر صورت به خط معادله ی و
x− ١
a

=
y − ٢
b

=
z − ١
c

ͬ کنیم: م پارامتربندی زیر صورت به را نظر مورد بیضͬ دوم. پاسخ

−→r (t) =
(√

۵ cos t,
√

۵ sin t, ٣ −
√

۵ sin t
)

ازای به (١, ٢, ١) نقطه ی

t = cos−١(
١√
۵
)

بردار جهت با است برابر مماس خط جهت ͬ شود. م حاصل

−→r ′(t) = . . .

۴x٢+y٢+z٢ = ٩ ͬ وارِ بیض و z = x٢+y٢ ͬ وارِ سهم اشتراک محل منحن̞ͬ بر مماس خط پارامتری معادله ی .۵۵ تمرین

بنویسید. (−١, ١, ٢) نقطه ی در را

است. واقع ͬ وار بیض بر مماس صفحه ی بر هم و ͬ وار سهم بر مماس صفحه ی بر هم نظر مورد خط پاسخ.

ͬ وار سهم نرمال −→n١ = (−٢, ١−,٢)

ͬ وار بیض نرمال −→n٢ = (−٨, ٢, ۴)

با است برابر نظر مورد خط بردار

−→n١ ×−→n٢ = (a, b, c) شما عهده ی به محاسبه

١۴٨



است: زیر صورت به نظر مورد خط معادله ی

x+ ١
a

=
y − ١
b

=
z − ٢
c

شما!) با (ادامه

نیست. پیوسته مبدأ در زیر تابع که دهید نشان .١٧١ مثال

f(x, y) =


x−y

(x+y)٣ x+ y ̸= ٠

٠ x+ y = ٠

مسیر روی کند. میل f(٠, ٠) به تابع ͬ کند م میل مبدأ به (x, y) که مسیری هر از باید باشد پیوسته مبدأ در تابع اگر پاسخ.

داریم: (٠, y)

f(٠, y) = −١
y٢

lim
(x, y) → (٠, ٠)

x = ٠

f(x, y) =

lim
y→٠

−١
y٢ = −∞

نیست. پیوسته نظر مورد تابع پس
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قرار ما کلاس اختیار در و نوشته   متغیره دو توابع تیلور بسط درباره ی بهرامͬ دکتر آقای جناب را مطالب این توجه.

ͬ کنم. م توصبه اکیداً را خواندنشان نیست، ضروری امتحان، برای آنها یادگرفتن چند هر داده اند.

چندمتغیره توابع تیلور بسط

بر شده تعریف حقیقͬ تابعͬ ϕ کنیم فرض ͬ کنیم. م یادآوری متغیره ͷی حقیقͬ توابع برای را تیلور بسط مفهوم ابتدا

c عدد آنگاه باشد پیوسته بازه این بر ϕ ام ‐(n + ١) مرتبه مشتق اگر باشد. t و t٠ عدد دو حاوی حقیقͬ اعداد از بازه ای

که دارد وجود t و t٠ بین

ϕ(t) = ϕ(t٠) + ϕ′(t٠)(t− t٠) +
ϕ′′(t٠)

٢!
(t− t٠)

٢ + · · ·+ ϕ(n)(t٠)

n!
(t− t٠)

n +
ϕ(n+١)(c)

(n+ ١)!
(t− t٠)

n+١

،t٠ ͷنزدی کافͬ اندازه به t مقادیر برای ترتیب این به

ϕ(t) ≈ ϕ(t٠) + ϕ′(t٠)(t− t٠) +
ϕ′′(t٠)

٢!
(t− t٠)

٢ + · · ·+ ϕ(n)(t٠)

n!
(t− t٠)

n

ͬ دهیم. م گسترش دومتغیره توابع برای را خاصیت این زیر قضیۀ در

نقطۀ دو برای باشد. داشته n + ١ مرتبۀ تا پیوسته جزئͬ مشتقات D بر f : D → R و D ⊂ R٢ کنیم فرض قضیه.
پاره خط این بر (x∗, y∗) نقطۀ بͽیرد، قرار D در نقطه دو بین واصل پاره خط که خاصیت این با D در (x, y) و (x٠, y٠)

که دارد وجود

f(x, y) = f(x٠, y٠) +
(∂f
∂x

(x٠, y٠)(x− x٠) +
∂f

∂y
(x٠, y٠)(y − y٠)

)
+

١
٢!
(∂٢f

∂x٢ (x٠, y٠)(x− x٠)
٢ + ٢ ∂٢f

∂x∂y
(x٠, y٠)(x− x٠)(y − y٠) +

∂٢f

∂y٢ (x٠, y٠)(y − y٠)
٢)

...

+
١
n!

( n∑
k=١

n!

k!(n− k)!

∂nf

∂xn−k∂yk
(x٠, y٠)(x− x٠)

n−k(y − y٠)
k
)

+
١

(n+ ١)!
( n+١∑

k=١

(n+ ١)!
k!(n+ ١ − k)!

∂(n+١)f

∂xn+١−k∂yk
(x∗, y∗)(x− x٠)

n+١−k(y − y٠)
k
)

صورت به L پارامتری معادلات صورت این در باشد. (x, y) و (x٠, y٠) نقطۀ دو از گذرکننده خط L کنیم فرض اثبات.
بود. خواهند زیر x(t) = x٠ + t(x− x٠)

y(t) = y٠ + t(y − y٠)
t ∈ R

تابعͬ ϕ صورت این در .ϕ(t) := f
(
x(t), y(t)

)
ͬ دهیم م قرار .{(x(t), y(t)) | t ∈ [٠, ١]} ⊂ D فرض، به توجه با
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بازه این در t هر برای رنجیری، قاعده بنابر بوده، [٠, ١] بر شده تعریف

ϕ′(t) =
∂f

∂x

(
x(t), y(t)

)
x′(t) +

∂f

∂y

(
x(t), y(t)

)
y′(t)

=
∂f

∂x

(
x(t), y(t)

)
(x− x٠) +

∂f

∂y

(
x(t), y(t)

)
(y − y٠)

ϕ′′(t) =
∂٢f

∂x٢

(
x(t), y(t)

)
(x− x٠)

٢ + ٢ ∂٢f

∂x∂y

(
x(t), y(t)

)
(x− x٠)(y − y٠) +

∂٢f

∂y٢

(
x(t), y(t)

)
(y − y٠)

٢

...

ϕ(n)(t) =
n∑

k=٠

n!

(n− k)!k!

∂nf

∂xn−k∂yk
(
x(t), y(t)

)
(x− x٠)

n−k(y − y٠)
k

ϕ(n+١)(t) =
n+١∑
k=٠

(n+ ١)!
(n+ ١ − k)!k!

∂(n+١)f

∂xn+١−k∂yk
(
x(t), y(t)

)
(x− x٠)

n+١−k(y − y٠)
k

وجود c ∈ (٠, ١) متغیره، ͷی توابع برای تیلور بسط بنابر دارد. پیوسته +n)‐ام ١) مرتبۀ مشتق [٠, ١] بازۀ بر ϕ این بنابر

که دارد

ϕ(١) = ϕ(٠) + ϕ′(٠)(١ − ٠) + ϕ′′(٠)
٢!

(١ − ٢(٠ + · · ·+ ϕ(n)(٠)
n!

(١ − ٠)n + ϕ(n+١)(c)

(n+ ١)!
(١ − ٠)(n+١)

ͬ آید. م دست به نتیجه (x∗, y∗) := (x(c), y(c)) معرفͬ و فوق رابطۀ در مقادیر جایͽذاری با

،(x٠, y٠) ͷنزدی (x, y) برای فوق، قضیۀ شرایط تحت نتیجه.

f(x, y) ≈ f(x٠, y٠) +
(∂f
∂x

(x٠, y٠)(x− x٠) +
∂f

∂y
(x٠, y٠)(y − y٠)

)
+

١
٢!
(∂٢f

∂x٢ (x٠, y٠)(x− x٠)
٢ + ٢ ∂٢f

∂x∂y
(x٠, y٠)(x− x٠)(y − y٠) +

∂٢f

∂y٢ (x٠, y٠)(y − y٠)
٢)

+ · · · +
١
n!

( n∑
k=١

n!

k!(n− k)!

∂nf

∂xn−k∂yk
(x٠, y٠)(x− x٠)

n−k(y − y٠)
k
)

D = {(x, y) ∈ مجموعۀ برابر تابع این تعریف دامنۀ است. مفروض f(x, y) =
١√
x− y

ضابطۀ با f تابع مثال.
به است. مرتبه هر از پیوسته جزئͬ مشتقات دارای خود تعریف دامنۀ بر f ͬ شود، م مشاهده سادگͬ به است. R٢ | x > y}

بزنیم تقریب ٢ درجۀ چندجمله ای ͷی با (٢, ١) نقطۀ از ͬͽهمسای ͷی در را f مقدار بخواهیم اگر مثال طور به ترتیب، این

آنکاه

f(x, y) ≈ f(٢, ١) +
(∂f
∂x

(٢, ١)(x− ٢) + ∂f

∂y
(٢, ١)(y − ١)

)
+

١
٢!
(∂٢f

∂x٢ (٢, ١)(x− ٢(٢ + ٢ ∂٢f

∂x∂y
(٢, ١)(x− ٢)(y − ١) + ∂٢f

∂y٢ (٢, ١)(y − ٢(١)
اینکه به توجه با

∂f

∂x
(x, y) = −١

٢
(x− y)−

٣
٢ ,

∂f

∂y
(x, y) =

١
٢
(x− y)−

٣
٢

∂٢f

∂x٢ (x, y) =
٣
۴
(x− y)−

۵
٢ ,

∂٢f

∂x∂y
(x, y) = −٣

۴
(x− y)−

۵
٢ ,

∂٢f

∂y٢ (x, y) =
٣
۴
(x− y)−

۵
٢

١۵١



داشت خواهیم

∂f

∂x
(٢, ١) = −١

٢
,
∂f

∂y
(٢, ١) = ١

٢
,
∂٢f

∂x٢ (٢, ١) = ٣
۴
,

∂٢f

∂x∂y
(٢, ١) = −٣

۴
,
∂٢f

∂y٢ (٢, ١) = ٣
۴

نتیجه در

١√
x− y

≈ ١ +
(
− ١

٢
(x− ٢) + ١

٢
(y − ١)

)
+

١
٢
(٣

۴
(x− ٢(٢ − ٣

٢
(x− ٢)(y − ١) + ٣

۴
(y − ٢(١)

١۵٢



شنبه یͺم، و بیست جلسه ی ٢١

است زیر صورت به (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در f(x, y, z) = ٠ معادله ی به رویه ی بر) (عمود نرمال بردار .١٧٢ یادآوری

n = (fx(x٠, y٠, z٠), fy(x٠, y٠, z٠), fz(x٠, y٠, z٠))

است: زیر صورت به (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در مماس صفحه ی معادله ی

fx(x٠, y٠, z٠)
(
x− x٠

)
+ fy(x٠, y٠, z٠)

(
y − y٠

)
+ fz(x٠, y٠, z٠)

(
z − z٠

)
= ٠

است زیر صورت به (x٠, y٠) نقطه ی در z = f(x, y) رویه ی نرمال بردار خاص طور به

(−fx(x٠, y٠),−fy(x٠, y٠), ١)

معادله ی نیز است. تابع افزایش جهت در گرادیان بردار که است جهت بدان این و است مثبت آخر مؤلفه ی که کنید دقت

است: زیر صورت به یادشده نقطه ی در مماس صفحه ی

fx(x٠, y٠)
(
x− x٠

)
+ fy(x٠, y٠)

(
y − y٠

)
= z − z٠

نقطه ی حول آن) خطͬ (تقریب آن اول درجه ی تیلور جمله ای چند باشد، متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) اگر که گفتیم

است: زیر صورت به (x, y) = (a, b)

f(x, y) ≈ P١(x, y) = f(a, b) + fx(a, b)
(
x− a

)
+ fy(a, b)

(
y − b

)
است: آمده دست به کلͬ دیفرانسیل  فرمول از واقع در بالا معادله ی

∆z ≈ dz = fxdx+ fydy

نوشت: نیز زیر ماتریسͬ صورت به ͬ توان م را اول درجه ی تیلور چندجمله ی

P١(x, y) = f(a, b) +
(
fx(a, b), fy(a, b)

)x− a

y − b


دهیم: قرار اگر

f ′(a, b) =
(
fx(a, b), fy(a, b)

)
ͬ شود: م آشͺار زیر تک متغیره ی حالت به بالا معادله ی شباهت

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x− a)

١۵٣



متغیره تک توابع در تیلور جمله ای چند

اول درجه ی

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)
(
x− a

)
دوم درجه ی

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)
(
x− a

)
+

f ′′(a)

٢!
(
x− a

)٢

سوم درجه ی

f(x) ≈ f(a) + f ′(a)
(
x− a

)
+

f ′′(a)

٢!
(
x− a

)٢
+

f ′′′(a)

٣!
(
x− a

)٣

تیلور بسط

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

متغیره دو توابع در تیلور جمله ای چند

دوم درجه ی

z = f(x, y) ≈ f(a, b) + fx(a, b)
(
x− a

)
+ fy(a, b)

(
y − b

)
+

١
٢
fxx(a, b)

(
x− a

)٢
+ fxy(a, b)

(
x− a

)(
y − b

)
+

١
٢
fyy(a, b)

(
y − b

)٢

نوشت: نیز زیر ماتریسͬ صورت به ͬ توان م را بالا رابطه ی

f(x, y) ≈ P٢(x, y)︸ ︷︷ ︸
دوم درجه ی تیلور

= f(a, b) +
[
fx(a, b) fy(a, b)

]x− a

y − b

+

١
٢

[
x− a y − b

]fxx(a, b) fxy(a, b)

fyx(a, b) fyy(a, b)

x− a

y − b


١٢ هستند. ماتریسͬ توابعͬ واقع در چندمتغیره، توابع مشتقات که کرده اید توجه اینجا تا احتمالا˟

متغیره Rتک → R متغیره R٢دو → R

f(x٠) f(x٠, y٠)

f ′(x٠)
[
fx(x٠, y٠) fy(x٠, y٠)

]
f ′′(x٠)

fxx(x٠, y٠) fxy(x٠, y٠)

fyx(x٠, y٠) fyy(x٠, y٠)


آشنا مطالب این با ٣ آنالیز یا دیفرانسیل هندسه ی درس در ریاضͬ رشته ی دانشجویان آموخت. خواهید بالاتر سطوح ریاضیات در را مطلب ١٢این

شد. خواهند

١۵۴



بنویسید. (٠, ٠) نقطه ی حول f(x, y) = e−(x٢+y٢) تابع برای را دوم درجه ی تیلور جمله ای چند .۵۶ تمرین

یͺه ی بردار جهت در (x٠, y٠) نقطه ی در z = f(x, y) تابع مشتق که است این ͬ کنم م یادآوری که نکته ای آخرین

است: زیر صورت به u = (a, b)

Duf(x٠, y٠) = fx(x٠, y٠)a+ fy(x٠, y٠)b

به (a, b) بردارِ روی که است صفحه ای با نظر مورد رویه ی تلاقͬ محل منحنͬ بر مماس خط شیب واقع در سوئͬ مشتق

کرد: بررسͬ دوم سوئͬ مشتق از استفاده با ͬ توان م را منحنͬ این تقعˁرِ است. شده رسم z محور موازات

D٢
uf(x٠, y٠) = fxx(x٠, y٠)a

٢ + fyy(x٠, y٠)b
٢ + ٢fxy(x٠, y٠)ab

بالاست: سمت به زیر منحنͬ تقعر آنگاه D٢
uf(x٠, y٠) > ٠ اگر

متغیره دو توابع اکسترمم های یافتن ٢١ . ١

اگر است. شده تعریف R سرتاسر در که باشد متغیره تک تابع ͷی f(x) کنید فرض متغیره). تک (توابع ١٧٣ یادآوری

مشتق ͷمح) .f ′(a) = ٠ آنگاه باشد مشتق پذیر نقطه این در و باشد داشته نسبی اکسترمم x = a نقطه ی ͷی در تابع این

نقاط در اکسترممها که آموختیم و ͬ گفتیم م بحرانͬ نقطه ی ͷی باشد، صفر یا نباشد موجود مشتق آن در که نقطه ای به اول).

سمت به تقعر آنگاه f ′′(a) > ٠ اگر x = a بحرانͬ نقطه ی در که آموختیم نیز دوم مشتق ͷمح در ͬ دهند. م رخ بحرانͬ

است. نسبی) (ماکزیمم پایین سمت به تقعر آنگاه f ′′(a) < ٠ اگر و نسبی) مینیمم ) بالاست

کرد. خواهیم بیان دومتغیره توابع برای را بالا مطالب متناظرِ درس، این ادامه ی در

است زیر مجموعه ی (a, b) نقطه ی از δ شعاع به باز ͬͽهمسای ͷی از منظور .١٧۴ تعریف

Bδ(a, b) = {(x, y) ∈ R٢|
√
(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ}

١۵۵



طوری به باشد موجود δ > ٠ هرگاه است نسبی ماکزیمم دارای (a, b) ∈ R٢ نقطه ی در z = f(x, y) تابع .١٧۵ تعریف

که

∀(x, y) ∈ Bδ(a, b) f(x, y) ⩽ f(a, b)

ͬ شود. م تعریف نسبی مینیمم مشابه طور به

هرگاه دارد مطلق ماکزیمم (a, b) نقطه ی در f تابع

∀(x, y) ∈ Dom(f) f(x, y) ⩽ f(a, b)

̞ͬͽهمسای ͷی در یعنͬ است، مماس (a, b) نقطه ی در z = f(x, y) رویه ی به A صفحه ی ͬ گوئیم م وقتͬ .١٧۶ مشاهدات

آن در مماس صفحه ی باشد، نسبی اکسترمم نقطه ای وقتͬ ͬ کند. م قطع نقطه ͷی در تنها را رویه A صفحه ی Bδ(a, b)

است: افقͬ صورت به نقطه

fy(x٠, y٠) و fx(x٠, y٠) اگر آنگاه باشد داشته نسبی اکسترمم (x٠, y٠) نقطه ی در z = f(x, y) تابع اگر .١٧٧ قضیه

داریم: باشند موجود

fx(x٠, y٠) = fy(x٠, y٠) = ٠

دیͽر بیان به

∇f(x٠, y٠) = (٠, ٠)

است. افقͬ نقاط این در مماس صفحه ی که بالاست مشاهده ی تأییدکننده ی که

١۵۶



دارد، اکسترمم (x٠, y٠) نقطه ی در رویه که آنجا از است. واقع z = f(x, y) رویه ی روی z = f(x, y٠) منحنͬ اثبات.

بنابراین است. نسبی اکسترمم دارای x = x٠ نقطه ی در منحنͬ این

f ′(x, y٠)|x=x٠ = ٠

.fy(x٠, y٠) = ٠ که کرد ثابت ͬ توان م مشابه طور به و ,fx(x٠؛ y٠) = ٠ یعنͬ

یا fx = fy = ٠ آن در هرگاه ͬ خوانیم م f تابع برای بحرانͬ نقطه ی ͷی را (a, b) ∈ Dom(f) نقطه ی .١٧٨ تعریف

نباشند. موجود fy یا fx از ͬͺی

نیست. اکسترمم لزوماً بحرانͬ نقطه ی هر اما ͬ افتند، م اتفاق بحرانͬ نقاط در همواره اکسترممها .١٧٩ توجه

باشیم: داشته زینͬ وضعیت ͬ توانیم م اکسترمم بر علاوه متغیره، دو توابع در .١٨٠ مشاهدات

نقطه ی ͷی زینͬ، نقطه ی کلͬ طور به ͬ موم. مین دیͽر جهت در و است ماکزیمم جهت ͷی در بالا نقطه ی که کنید توجه

صفحه ای ͬ توان نم نقطه، این در پس ماکزیمم. نه و است ͬ موم مین نه نقطه این و fx = fy = ٠ آن در که است بحرانͬ

ͷی نیز (٠, ٠) نقطه ی کنید. دقت زیر در z = y٣ نمودارِ به کند. قطع نقطه ͷی در تنها در را رویه  که کرد مماس رویه  بر

است: زینͬ نقطه ی

١۵٧



داریم: حالت دو باشد، بحرانͬ نقطه ی ͷی (x٠, y٠) اگر .١٨١ نتیجه

نسبی ͬ موم مین یا است نسبی ماکزیمم یا نظر مورد نقطه ی حالت این در .fx(x٠, y٠) = fy(x٠, y٠) = ٠ اول: حالت

ͬ شود). م گفته ایستائͬ نقطه ی ͷی fx = fy = ٠ آن در که نقطه ای (به زینͬ. یا است

هیچͺدام. یا نسبی ماکزیمم یا داریم نسبی ͬ موم مین یا حالت این در نیستند. موجود fy یا fx از ͬͺی دوم. حالت

کنید. مشخص را آن ها نوع و بیابید را زیر تابع اکسترمم های .١٨٢ مثال

f(x, y) = x٢ + y٢ − ٢x− ۶y + ١۴

ͬ کنیم. م پیدا را بحرانͬ نقاط ابتدا پاسخ.

fx = ٢x− ٢ = ٠ ⇒ x = ١

fy = ٢y − ۶ = ٠ ⇒ y = ٣

نوشت: ͬ توان م است. بالا تابع برای بحرانͬ نقطه ی ͷی (١, ٣) نقطه ی پس

f(x, y) = (x− ٢(١ + (y − ٢(٣ + ۴

است: نظر مورد تابع مطلق و نسبی ͬ موم مین نقطه ی (١, ٣) نقطه ی پس

بیابید. را f(x, y) = x ln y تابع بحرانͬ نقاط سپس و دامنه، نخست .١٨٣ مثال

١۵٨



دوشنبه دوم، و بیست جلسه ی ٢٢

تابعͬ عنوان به را z ، f(z − ٣x, z − ٢y) = ١ معادله ی اگر باشد. مشتق پذیر تابعͬ f(x, y) کنید فرض .۵٧ تمرین

که دهید نشان کند، مشخص y و x از مشتق پذیر

٢∂z
∂x

+ ٣∂z
∂y

= ۶

به بنا آنگاه بدهد، دست به y و x متغیرهای حسب بر را z متغیرِ ،g(x, y, z) = ٠ ضمن̞ͬ معادله ی اگر .١٨۴ یادآوری

داریم: ضمنͬ تابع مشتق قضیه ی
∂z

∂x
=

− ∂g
∂x

∂g
∂z

,
∂z

∂y
=

−∂g
∂y

∂g
∂z

اول‐ حل راه پاسخ.

g(x, y, z) = f(z − ٣x︸ ︷︷ ︸
u

, z − ٢y︸ ︷︷ ︸
v

)− ١ = ٠

∂z

∂x
=

− ∂g
∂x

∂g
∂z

=
−(∂f

∂u
∂u
∂x

+ ∂f
∂v

∂v
∂x
)

∂f
∂u

∂u
∂z

+ ∂f
∂v

∂v
∂z

=
−(∂f

∂u
(−٣) + ∂f

∂v
(٠))

∂f
∂u

+ ∂f
∂v

∂z

∂y
=

−∂g
∂y

∂g
∂z

=
−(∂f

∂v
(−٢))

∂f
∂u

+ ∂f
∂v

٢∂z
∂x

+ ٣∂z
∂y

=
۶(∂f

∂u
)

∂f
∂u

+ ∂f
∂v

+
۶(∂f

∂v
)

∂f
∂u

+ ∂f
∂v

= ۶

دوم‐ حل راه

f(z − ٣x, z − ٢y) = ١
∂f

∂x
= ٠ ⇒ ∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x
= ٠ ⇒ ∂f

∂u
(
∂z

∂x
− ٣) + ∂f

∂v
(
∂z

∂x
) = ٠

⇒ ∂z

∂x
=

٣∂f
∂u

∂f
∂u

+ ∂f
∂v

داریم ترتیب همین به
∂f

∂y
= ٠

شما). عهده ی به حل راه (ادامه ͬ کنیم م محاسبه ͬ توانیم م بالا طریق به نیز را ∂z
∂y

مقدار و

بحرانͬ نقاط ٢٢ . ١

که کنید فرض متغیره). تک (توابع ١٨۵ یادآوری

f : R → R

که باشد پیوسته متغیره ی تک تابع ͷی

x 7→ f(x).

ͬ شوند: م تقسیم دسته دو به تابعͬ چنین ͷی بحرانͬ نقاط که گفتیم

١۵٩



یا نیز نقاط این .f ′(x٠) = ٠ که طوری به x٠ مانند نقاطͬ .١

یا نسبی، ͬ موم مین (آ)

یا و نسبی، ماکزیمم (ب)

هستند. (y = x٣ در (٠, ٠) نقطه ی مانند ) زینͬ (ج)

یا نقاط این نیست. موجود f ′(x٠) که طوری به x٠ مانند نقاطͬ .٢

یا نسبی، ͬ موم مین (آ)

یا و هستند نسبی، ماکزیمم (ب)

نیستند. هیچͺدام (ج)

داده ایم. توضیح متغیره دو توابع برای را بحرانͬ نقاط مفهوم زیر در

متغیره دو توابع بحران̞ͬ نقاط ٢٢ . ١ . ١

بحرانͬ: نقاط

همزمان طور به آنها در که هستند نقاطͬ اول نوع .١
∂f
∂x
(x٠, y٠) = ٠

∂f
∂y
(x٠, y٠) = ٠

دارند: را زیر حالات از ͬͺی نقاط این ͬ خوانند. م ابستائͬ نقاط را نقاط نوع این

نسبی ͬ موم مین (آ)

نسبی ماکزیمم (ب)

( z = x٢ − y٢ و z = y٣ در (٠, ٠) نقطه ی (مانند زینͬ (ج)

دارند: را زیر وضعبتهای از ͬͺی نقاط این نباشند. موجود دو هر یا ∂f
∂x

یا ∂f
∂x

از ͬͺی آنها در که هستند نقاطͬ دوم نوع .٢

نسبی ͬ موم مین (آ)

نسبی ماکزیمم (ب)

هیچͺدام (ج)

کنید. مشخص را آنها نوع و z = y٢ − x٢ تابع بحرانͬ نقاط .١٨۶ مثال

١۶٠



پاسخ.

z = f(x, y) = y٢ − x٢ ⇒ ∂x

∂x
= −٢x, ∂f

∂y
= ٢y

داریم: (٠, ٠) نقطه ی در

∇f(٠, ٠) = (٠, ٠)

است. نسبی ͬ موم مین ͷی (٠, ٠) نقطه ی رویه روی (٠, y٢) مسیر در

(٠, y) 7→ (٠, y٢)

است. نسبی ماکزیمم ͷی (٠, ٠) نقطه ی (−x٢, ٠) مسیر در

(x, ٠) 7→ (−x٢, ٠)

است. زینͬ (٠, ٠) نقطه ی یعنͬ است. نسبی ماکزیمم و ͬ موم مین (٠, ٠) پس

زینͬ نقاط و اکسترمم ها تعیین برای دوم مشتق ͷمح ٢٢ . ٢

و باشند پیوسته (a, b) مرکز به ͷدیس ͷی روی f(x, y) تابع دوم مشتقات کنید فرض

fx(a, b) = fy(a, b) = ٠

بنویسید:

D =

∣∣∣∣∣∣fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣ (a, b) = fxx(a, b)fyy(a, b)− f٢
xy(a, b)

داریم: را زیر وضعیت آنگاه

D > ٠

fxx(a, b) > ٠ → است. نسبی ͬ موم مین ͷی (a, b) نقطه ی

fxx(a, b) < ٠ → است. نسبی ماکزیمم ͷی (a, b) نقطه ی

D < ٠ → است. زینͬ نقطه ی ͷی (a, b) نقطه ی

D = ٠ → باشد. زینͬ یا نسبی ماکزیمم نسبی، ͬ موم مین است ممͺن (a, b) نقطه ی

تقعر دهنده ی نشان بردار، این جهت در دوم مشتق آن گاه باشد دلخواه یͺه ی بردار ͷی u = (h, k) اگر اثبات. ایده ی

بالا به رو ͬ های منحن نوع این تمام تقعر اگر دارد. قرار بردار این از گذرنده صفحه ی و رویه روی همزمان که است ͬ ای منحن

است. نسبی ͬ موم مین ͷی (a, b) نقطه ی باشد،

D٢
u=(h,k)f(a, b) > ٠

D٢
(h,k)(a, b) = fxxh

٢ + ٢fxyhk + fyyk
٢

= fxx(h+
fxy
fxx

k)٢ +
k٢

fxx
(fxxfyy − f٢

xy︸ ︷︷ ︸
D

)

١۶١



هستند. بحرانͬ نقاط نوع کننده ی تعیین است شده گذاری نام D که قسمتͬ و fxx بالا عبارت در

کنید. مشخص را f(x, y) = y٢ − x٢ تابع زینͬ نقاط و اکسترمم ها .١٨٧ مثال

بحرانͬ: نقاط تعیین پاسخ.

fx = −٢x ⇒ (x = ٠ ⇒ fx = ٠)

fy = ٢y ⇒ (y = ٠ ⇒ fy = ٠)

است. بحرانͬ نقطه ی ͷی (٠, ٠) نقطه ی پس

fxx(x, y) = −٢ ⇒ fxx(٠, ٠) = −٢

fxy(x, y) = fyx(x, y) = ٠

fyy(x, y) = ٢ ⇒ fyy(٠, ٠) = ٢

D(٠, ٠) =

∣∣∣∣∣∣−٢ ٠

٠ ٢

∣∣∣∣∣∣ = −۴ < ٠

است. زینͬ نقطه ی ͷی (٠, ٠) نقطه ی پس

کنید. تعیین را z = y٣ تابع زینͬ نقاط و اکسترمم ها .١٨٨ مثال

کنید. رسم آن از تقریبی طرحͬ و کنید تعیین را زیر تابع زینͬ نقاط و موضعͬ اکسترمم های .١٨٩ مثال

f(x, y) = x۴ + y۴ − ۴xy + ١

پاسخ.

fx(x, y) = ۴x٣ − ۴y ⇒ fx(x, y) = ٠ ⇒ y = x٣

fy(x, y) = ۴y٣ − ۴x ⇒ fy(x, y) = ٠ ⇒ x = y٣

١۶٢



داریم بالا معادله ی دو از استفاده با

x = (x٣)٣ ⇒ x٩ − x = ٠ ⇒ x(x٨ − ١) = ٠ ⇒ x = ٠, x = ١, x = −١

با برابرند تابع بحرانͬ نقاط

(٠, ٠), (١, ١), (−١−,١)

fxx(x, y) = ١٢x٢ ⇒ fxx(٠, ٠) = ٠, fxx(١, ١) = ١٢, fxx(−١−,١) = ١٢

fxy(x, y) = fyx(x, y) = −۴

fyy(x, y) = ١٢y٢ ⇒ fyy(٠, ٠) = ٠, fyy(١, ١) = ١٢, fyy(−١−,١) = ١٢

:(٠, ٠) نقطه ی

D(٠, ٠) =

∣∣∣∣∣∣ ٠ −۴

−۴ ٠

∣∣∣∣∣∣ = −١۶ < ٠

است. زینͬ نقطه ی (٠, ٠) نقطه ی پس

:(١, ١) نقطه ی

D(١, ١) =

∣∣∣∣∣∣١٢ −۴

−۴ ١٢

∣∣∣∣∣∣ = ١۴۴ − ١۶ > ٠, fxx(١, ١) > ٠

است. نسبی ͬ موم مین (١, ١) نقطه ی پس

:(−١−,١) نقطه ی

D(−١−,١) =

∣∣∣∣∣∣١٢ −۴

−۴ ١٢

∣∣∣∣∣∣ = ١۴۴ − ١۶ > ٠, fxx(−١−,١) > ٠

است. نسبی ͬ موم مین (−١−,١) نقطه ی پس

١۶٣



باشد. داشته موضعͬ ماکزیمم هیچ آنکه بی  دارد موضعͬ ͬ موم مین دو که است پیوسته تابع ͷی بالا تابع که کنید توجه

است؟ ممͺن تک متغیره توابع در چیزی چنین آیا

١۶۴



چهارشنبه سوم، و بیست نیم جلسه ی ٢٣

بͽیرید. نظر در را


xy√
x٢+y٢

(x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)
تابع .۵٨ تمرین

است؟ سوئͬ مشتق دارای تابع (٠, ٠) نقطه ی در −→u = (a, b) مانند جهت هایی چه در (آ).

باشد. یͺه بردار ͷی u = (a, b) کنید فرض پاسخ.

−→u =
√
a٢ + b٢ = ١

داریم:

Duf(x, y)|(x٠,y٠) = lim
h→٠

f(x٠ + ah, y٠ + bh)− f(x٠, y٠)

h
⇒

Duf(x, y)|(٠,٠) = lim
h→٠

f(ah, bh)

h
= lim

h→٠

(ah)(bh)

h
√
a٢h٢ + b٢h٢

= lim
h→٠

abh

|h|
√
a٢ + b٢︸ ︷︷ ︸
=١

= lim
h→٠

abh

|h|

مشتق پذیر (a, b) سوی در تابع پس است. −ab طرف ͷی از و +ab طرف ͷی از بالا حد آنگاه b ̸= ٠ و a ̸= ٠ اگر

−j و j,−i, i بردارهای جهت در تنها تابع یعنͬ .b ̸= ٠ یا a ̸= ٠ یا باید باشد، موجود بالا حد که این برای نیست.

دارد. سوئͬ مشتق

است؟ مشتق پذیر (٠, ٠) نقطه ی در تابع آیا (ب).

پاسخ.

هر در (x٠, y٠) نقطه ی در f آنگاه باشد، (مشتق پذیر) دیفرانسیل پذیر (x٠, y٠) نقطه ی در f تابع اگر .١٩٠ یادآوری

ͬ شود. م محاسبه (∗) فرمول با (a, b) جهت در f سوئͬ مشتق و است مشتق پذیر جهتͬ

(∗) Du=(a,b)f(x, y)|(x٠,y٠) = fx(x٠, y٠)a+ fy(x٠, y٠)b = ∇f(x٠, y٠) · (a, b)

نیست. مشتق پذیر تابع این پس نیست. برقرار f تابع برای (٠, ٠) نقطه ی در (∗) رابطه ی ͬ دهیم م نشان

fx(٠, ٠) = ٠ , fy(٠, ٠) = ٠

داریم: باشد، مشتق پذیر (٠, ٠) در تابع اگر

Du=(a,b)f(x, y)|(٠,٠) = ٠a+ ٠b

نیست. مشتق پذیر نیز تابع این پس نیست، برقرار فرمول این b ̸= ٠ و a ̸= ٠ اگر که ͬ بینیم م

١۶۵



چند هر نیست، رسم قابل (٠, ٠) نقطه ی در مماس صفحه ی که کنید دقت است. کشیده بالا تابع تصویر زیر در

موجودند. یͷ طرفه) صورت (به سوئͬ مشتقات

باشد، شده داده زیر ضمنͬ رابطه ی توسط y, x از تابعͬ عنوان به z اگر باشد. مشتق پذیر تابعͬ f کنید فرض .۵٩ تمرین

f(x+ z, y + z) = ١

که دهید نشان
∂z

∂x
+

∂z

∂y
= −١

پاسخ.

g(x, y, z) = f(x+ z︸ ︷︷ ︸
u(x,y)

, y + z︸ ︷︷ ︸
v(x,y)

)− ١ = ٠

∂g

∂x
= ٠ ⇒ ∂f

∂u

∂u

∂x
+

∂f

∂v

∂v

∂x
= ٠ ⇒ ∂f

∂u

(
١ +

∂z

∂x

)
+

∂f

∂v

(
٠ +

∂z

∂x

)
= ٠

⇒ ∂z

∂x
=

−∂f
∂u

∂f
∂u

+ ∂f
∂v

باشد. شما عهده ی بر نیز ∂z
∂y

محاسبه ی

است. مفروض f(x, y) =


x٢ sin y
x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)
تابع .۶٠ تمرین

است. پیوسته (٠, ٠) در f دهید نشان (آ).

که دهیم نشان باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀(x, y) ∈ Dom
(

٠ <
√

x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)− ٠| < ϵ
)

١۶۶



محاسبات:

|x
٢ sin y

x٢ + y٢ | ⩽
x٢| sin y|
x٢ + y٢

داریم: پس . x٢

x٢+y٢ ⩽ ١ که ͬ دانیم م
x٢| sin y|
x٢ + y٢ ⩽ | sin y|

داریم پس .| sin y| ⩽ |y| ͬ دانیم م همچنین

| sin y| ⩽ |y| ⩽
√
x٢ + y٢

پاسخ:) ادامه ی و محاسبات (اتمام

.|f(x, y)| < ϵ آنگاه ٠ <
√
x٢ + y٢ < δ اگر آنگاه δ < ϵ اگر

کنید. محاسبه نقاط تمام در را ∂f
∂y
(x, y) و ∂f

∂x
(x, y) (ب).

ͬ کنیم: م محاسبه زیر صورت به را ∂f
∂x
(x, y) ، (x, y) ̸= (٠, ٠) نقاط در پاسخ.

sin y(٢x)(x٢ + y٢)− (٢x)x٢ sin y

(x٢ + y٢(٢

است زیر صورت به نیز (٠, ٠) نقطه ی در ∂f
∂x
(x, y) محاسبه ی

lim
h→٠

f(٠ + h, ٠)− f(٠, ٠)
h

= lim
h→٠

٠ − ٠
h

= ٠

داریم: پس

∂f

∂x
(x, y) =


sin y(٢x)(x٢+y٢)−(٢x)x٢ sin y

(x٢+y٢)٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

کنید. محاسبه را ∂٢f
∂x٢ (x, y) (ج).

پاسخ.

lim
h→٠

fx(٠ + h, ٠)− fx(٠, ٠)
h

= . . .

است؟ مشتق پذیر بالا تابع جهت هایی چه در (د).

مشتق پذیر پس نیست. برقرار Duf = ∇f · u رابطه ی (راهنمایی: است؟ مشتق پذیر (٠, ٠) نقطه ی در تابع آیا (ھ).

( نیست.

١۶٧



صفحه ی که کنید دقت کرده ایم. رسم را تابع این نمودار زیر در است. جلسه این اول سوال مشابه ه و د قسمتهای پاسخ

موجودند. نقطه این در سوئͬ مشتقات همه ی ولͬ نیست رسم قابل (٠, ٠) نقطه ی در مماس

١۶٨



دوشنبه چهارم، و بیست جلسه ی ٢۴

کنید. مشخص را آنها نوع و زیر توابع بحرانͬ نقاط .۶١ تمرین

f(x, y) = (x− ١) ln(xy) xy > ٠ .١

پاسخ.

fy(x, y) =
(x− ١)x

xy
= ٠

داریم x ̸= ٠ اگر است. قبول قابل غیر x = ٠ تابع دامنه ی به نظر ولͬ است صفر برابر x = ٠ در بالا تابع

fy(x, y) =
x− ١
y

= ٠

حال .x = ١ پس

fx(x, y) = ln(xy) +
y

xy
(x− ١) = ٠ ⇒ ln(xy) +

x− ١
x

= ٠

fx(١, y) = ٠ ⇒ y = ١

است. نظر مورد تابع بحرانͬ نقطه ی تنها (١, ١) نقطه ی

D =

∣∣∣∣∣∣fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣ (١, ١)

(١, ١) نقطه ی آنگاه fxx < ٠ و D > ٠ اگر و است نسبی ͬ موم مین (١, ١) نقطه ی آنگاه fxx > ٠ و D > ٠ اگر

است. نسبی ماکزیمم ͷی

fxx(x, y) =
y

xy
+

x− x+ ١
x٢ =

١
x
+

١
x٢ ⇒ fxx(١, ١) = ٢

fxy(x, y) =
x

xy
=

١
y
⇒ fxy(١, ١) = ١

fyy(x, y) =
١ − x

y٢ ⇒ fyy(١, ١) = ٠

D =

∣∣∣∣∣∣٢ ١

١ ٠

∣∣∣∣∣∣ = −١ < ٠

است. زینͬ نقطه ی ͷی (١, ١) نقطه ی پس D < ٠

f(x, y) = y(ex − ١) .٢

f(x, y) = xye
−(x٢+y٢)

٢ .٣

f(x, y) = x٢ + xy + y٢ + y .۴

١۶٩



بیابید. x+ ٢y + z = ۴ صفحه ی به را (١, ٢−,٠) نقطه ی فاصله ی کوتاهترین .١٩١ مثال

نقطه ی از (١, ٢−,٠) نقطه ی فاصله ی .z = ۴ − x− ٢y پس باشد. صفحه روی نقطه ای (x, y, z) کنید فرض پاسخ.

با است برابر (x, y, z)

d(x, y, z) =
√
(x− ٢(١ + y٢ + (z − ٢(٢ =

√
(x− ٢(١ + y٢ + (۶ − x− ٢y)٢

F = d٢(x, y) = (x− ٢(١ + y٢ + (۶ − x− ٢y)٢

شود. ͬ موم مین F تابع آن در که کنیم پیدا (x٠, y٠) مانند نقطه ای است کافͬ

:F بحرانͬ نقاط تعیین

Fx(x, y) = ٢(x− ١) + (−٢)(۶ − x− ٢y) = ۴x+ ۴y − ١۴ = ٠ ⇒ ٢x+ ٢y = ٧

Fy(x, y) = ٢y − ۴(۶ − x− ٢y) = ۴x+ ١٠y − ٢۴ = ٠ ⇒ ٢x+ ۵y = ١٢

دارای F تابع که ͬ دانیم م سوال صورت به بنا ͬ رسیم. م (١١
۶ ,

۵
٣) نقطه ی به مجهول دو و معادله دو دستگاه حل از بعد

مورد فاصله ی پس است.) بحرانͬ نقطه، این (زیرا ͬ دهد. م رخ (١١
۶ ,

۵
٣) نقطه ی در ͬ موم مین این پس است. نسبی ͬ موم مین

با است برابر √نظر
F (

١١
۶
,

۵
٣
) = . . .

ساخت. مقوا ١٢m٢ با بتوان که بیابید را در بدون مستطیلͬ مͺعب جعبه ی ͷی حجم حداکثر .١٩٢ مثال

راهنمایی.

٢xy + ٢zx+ xy = ١٢

V (x, y, z) = xyz

z =
١٢ − xy

٢y + ٢x
ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را F (x, y) تابع

F (x, y) = xy(
١٢ − xy

٢y + ٢x
)

نیست.) نیازی دوم ͷمح (یه باشد. داشته ماکزیمم F تابع که بیابیم گونه ای به را y, x است کافͬ

١٧٠



مطلق اکسترمم های ٢ . ١۴

در f آنگاه باشد. [a, b] کراندار بسته ی بازه ی در پیوسته تابع ͷی f(x) کنید فرض متغیره). تک توابع (از ١٩٣ یادآوری

است. مطلق ͬ موم مین و ماکزیمم دارای [a, b] بازه ی

محاسبه: دستورالعمل

بیابید. [a, b] بازه ی در را تابع بحرانͬ نقاط .١

ͬ کنیم. م تعیین b, a مرزیِ نقاط در را تابع مقدار .٢

ͬ کنیم. م مقایسه مرزی نقاط در تابع مقادیر با بحرانͬ نقاط در را تابع مقدار .٣

بالا: قضیه ی در ͷتوپولوژی اصطلاحات

پیوسته تابع .١

مرزی نقطه ی .٢

کراندار و بسته مجموعه ی .٣

کنیم. ثابت متغیره دو توابع برای است، شده بیان ١٩٣ یادآوریِ در آنچه متناظرِ که است این درس ادامه ی در هدفمان

پیوسته مفهوم کنیم. تعریف نیز حالت این برای را بودن پیوسته و بودن کراندار بودن، بسته مفاهیم باید منظور، این برای

توپولوژی، معنͬ درست یادگرفتن پرداخته ایم. ͷتوپولوژی مفاهیم این بقیه ی به زیر در دیده ایم. پیشین درسهای در را بودن

که بدانید باید تنها شما نیست. ٢ ریاضͬ درس اصلͬ اهداف جزو و دارد ریاضͬ رشته ی در درسͬ واحد ۴ گذراندن به نیاز

است. کار در توپولوژی پای ͬ آید، م میان به غیره و بسته، مجموعه ی و باز مجموعه ی فاصله، پیوستگͬ، از سخن هرگاه

R٢ در توپولوژی ٢ . ٢۴

:δ شعاع و (a, b) مرکز به باز ͷدیس .١

Bδ

(
(a, b)

)
= {(x, y)|

√
(x− a)٢ + (y − b)٢ <︸︷︷︸

اکید

δ}

D ⊆ R٢ مجموعه ی برای مرزی نقطه ی ͷی را (a, b) ∈ R٢ نقطه ی .X ⊆ R٢ مجموعه ی ͷی مرزی نقاط .٢

باشیم: داشته ( δ مختلفِ مقادیر ازای (به Bδ

(
(a, b)

)
بازِ ِͷدیس هر برای هرگاه ͬ خوانیم م

Bδ

(
(a, b)

)
∩D ̸= ∅ → شود. (a, b) خودِ نباید اشتراک این

Bδ

(
(a, b)

)
∩ Dc︸︷︷︸

Dc=R−D

̸= ∅ → شود. (a, b) خودِ نباید اشتراک این
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( نیست. D جزوِ x٢ + y٢ = ١ دایره ی که کنید (دقت D = {(x, y)|x٢ + y٢ < ١} .١٩۴ مثال

نیست. مرزی نقطه ی A

نیست. مرزی نقطه ی B

است: زیر مجموعه ی D مرزی نقاط مجموعه ی پس است. مرزی نقطه ی C

{(x, y)|x٢ + y٢ = ١}

بسته: مجموعه ی .٣

باشد. خود مرزی نقاط تمام شامل هرگاه ͬ خوانیم م بسته را D ⊆ R٢ مجموعه ی

{(x, y)|x٢ + y٢ ⩽ ١}

کراندار مجموعه ی .۴
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D ⊆ که طوری به باشند موجود δ شعاع و (a, b) ∈ R٢ نقطه ی هرگاه ͬ خوانیم م کراندار را D ⊆ R٢ مجموعه ی

Bδ

(
(a, b)

)

دارد مطلق ماکزیمم (a, b) نقطه ی در f تابع ͬ گوییم م باشد. متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) کنید فرض .١٩۵ تعریف

هرگاه

∀(x, y) ∈ Dom(f) f(x, y) ⩽ f(a, b)

اتفاق مطلق ͬ موم مین یا ماکزیمم آن در که نقطه ای از باز) ͷدیس) ͬͽهمسای ͷی در تابع که نیست نیازی که کنید توجه

تا آماده ایم حال دهند. رخ ناحیه ͷی مرز روی مطلق اکسترممهای که است ممͺن واقع در باشد. شده تعریف ͬ افتد، م

کنیم: بیان متغیره دو توابع مطلق اکسترممهای برای ،١ ریاضͬ درس مشابه قضیه ای

هم و ماکزیمم هم D در f آنگاه باشد D کراندار و بسته مجموعه ی ͷی در پیوسته تابع ͷی f(x, y) اگر .١٩۶ قضیه

دارد. مطلق ͬ موم مین

مطلق اکسترمم های محاسبه ی روش

بیابید. را تابع بحرانͬ نقاط .١

کنید. مشخص را دامنه مرز .٢

کنید. مقایسه مرزی نقاط در تابع مقادیر با بحرانͬ نقاط در را تابع مقادیر .٣

بیابید. شده مشخص دامنه ی در را زیر تابع مطلق اکسترمم های .١٩٧ مثال

f(x, y) = x٢ − ٢xy + ٢y D = {(x, y)|٠ ⩽ x ⩽ ٣, ٠ ⩽ y ⩽ ٢}

پاسخ.
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داد. خواهیم بعدی جلسه ی در را بالا سوال پاسخ
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چهارشنبه پنجم، و بیست جلسه ی نیم ٢۵

مطلق اکسترمم های ٢ . ١۵

آنگاه است شده تعریف D کراندارِ بسته ی مجموعه ی ͷی در که باشد پیوسته متغیره ی دو تابع ͷی f(x, y) اگر که گفتیم

است. مطلق ماکزیمم و ͬ موم مین دارای D در f

دستورالعمل:

کنید. مقایسه هم با مرزی نقاط در تابع مقادیر با بحرانͬ نقاط در را تابع مقادیر

کنید. پیدا D مجموعه ی در را f(x, y) = x٢ − ٢xy + ٢y تابع مطلق اکسترمم های .١٩٨ مثال

D = {(x, y)|٠ ⩽ x ⩽ ٣, ٠ ⩽ y ⩽ ٢}

است. پیوسته رو این از و جمله ای چند f تابع است. کراندار و بسته ناحیه ی ͷی D پاسخ.

هستند. شده  داده ناحیه ی درون بلͺه نیستند، مرزها روی بحرانͬ، نقاط که کنید توجه ͬ کنیم. م تعیین را تابع بحرانͬ نقاط حال

fx(x, y) = ٢x− ٢y = ٠ ⇒ x = y

fy(x, y) = −٢x+ ٢ = ٠ ⇒ x = ١

داریم: است. (١, ١) نقطه ی بحرانͬ نقطه ی تنها

f(١, ١) = ١ − ٢ + ٢ = ١
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ͬ کنیم. م تقسیم دسته چهار به را دامنه مرز های خطوط روی نقاط مجموعه

L١ = {(x, ٠|(٠ ⩽ x ⩽ ٣}, L٢ = {(x, ٠|(٢ ⩽ x ⩽ ٣}

L٣ = {(٣, y)|٠ ⩽ y ⩽ ٢}, L۴ = {(٠, y)|٠ ⩽ y ⩽ ٢}

:L١ در تابع مقادیر محاسبه ی

f(x, ٠) = x٢ ٠ ⩽ x ⩽ ٢

دارد: اکسترمم زیر نقاط در تابع این

f(٠, ٠) = ٠, f(٣, ٠) = ٩

است. L١ در مطلق ماکزیمم (٣, ٠) و L١ در مطلق ͬ موم مین (٠, ٠) پس

:L٢ در تابع مقادیر محاسبه ی

f(x, ٢) = x٢ − ۴x+ ۴ = (x− ٢(٢ x ∈ (٠, ٣)

f(٢, ٢) = ۴ L٢ مسیر در مطلق ماکزیمم

f(٠, ٢) = ۴ L٢ مسیر در مطلق ͬ موم مین

:L٣ در تابع مقادیر محاسبه ی

f(٣, y) = ٩ − ۶y + ٢y = ٩ − ۴y y ∈ [٠, ٢]

f(٣, ٢) = ٩ − ٨ = ١, f(٣, ٠) = ٩

است. مطلق ماکزیمم f(٣, ٠) نقطه ی و مطلق ͬ موم مین f(٣, ٢) نقطه ی L٣ مسیر در پس

:L۴ در تابع مقادیر محاسبه ی

f(٠, y) = ٢y y ∈ [٠, ٢]

f(٠, ٠) = ٠, f(٠, ٢) = ۴

نتیجه آمده بدسته نقاط مقایسه ی از است. مطلق ماکزیمم (٠, ٢) نقطه ی و مطلق ͬ موم مین (٠, ٠) نقطه ی L۴ مسیر در پس

نقطه ی در همچنین است؛ صفر برابر نقاط این در تابع مقدار و ͬ دهد م رخ ͬ موم  مین (٢, ٢) و (٠, ٠) نقاط در که ͬ گیریم م

است. ٩ نقطه این در تابع مقدار و است داده رخ مطلق ماکزیمم (٣, ٠)

بیابید. D ناحیه ی در را f(x, y) = xy٢ تابع مطلق اکسترمم های .۶٢ تمرین

D = {(x, y)|x ⩾ ٠, y ⩾ ٠, x٢ + y٢ ⩽ ٣}
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شنبه ششم، و بیست جلسه ی ٢۶

بیابید. D ناحیه ی در را f(x, y) =


xy٢

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)
تابع مطلق اکسترمم های .۶٣ تمرین

D = {(x, y)|١ ⩽ x٢ + y٢ ⩽ ۴}

پاسخ.

است. مطلق اکسترمم های دارای D در f بنابراین است. پیوسته D ناحیه ی در f تابع و است کراندار و بسته D ناحیه ی

بیابیم. را (x, y) ∈ D برای f(x, y) تابع بحرانͬ نقاط ͬ خواهیم م حال

fx(x, y) =
y٢(x٢ + y٢)− ٢x(xy٢)

(x٢ + y٢(٢ =
x٢y٢ + y۴ − ٢x٢y٢

(x٢ + y٢(٢ =
y۴ − x٢y٢

(x٢ + y٢(٢ = ٠

⇒ y٢(y٢ − x٢) = ٠

است. صفر برابر y = ٠ و y = ±x خطوط روی fx(x, y) بنابراین

fy(x, y) =
٢xy(x٢ + y٢)− ٢y(xy٢)

(x٢ + y٢(٢ =
٢x٣y + ٢xy٣ − ٢xy٣

(x٢ + y٢(٢ =
٢x٣y

(x٢ + y٢(٢ = ٠
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به ͬ آیند م دست به خطوط این اشتراک از که تابع بحرانͬ نقاط پس است. صفر fy مقدار y = ٠ و x = ٠ خطوط روی

زیرند: صورت

D ∩ {(x, y)|y = ٠}

ͬ آوریم. م بدست D مرزهای روی را تابع اکسترمم های حال است. صفر برابر بحرانͬ نقاط در تابع مقادیر

L١ = {(x, y)|x٢ + y٢ = ١}

ͬ شوند: م پوشیده زیر صورت به g متغیره ی تک تابع توسط را L١ مرز روی f(x, y) تابع مقادیر

f(x, y) =
xy٢

x٢ + y٢
(x,y)∈L١⇒ g(x) = x(١ − x٢) = x− x٣ x ∈ [−١, ١]

ͬ آوریم. م بدست را تابع بحرانͬ نقاط ابتدا [−١, ١] ناحیه ی در g(x) تابع اکسترمم های تعیین برای

g′(x) = ٠ ⇒ ١ − ٣x٢ = ٠ ⇒ x = ± ١√
٣

است. زیر صورت به نقاط این در تابع مقادیر

g(x) = x− x٣

x = ١√
٣ ⇒ ١√

٣ − ١√
٣٣

x = − ١√
٣ ⇒ − ١√

٣ + ١√
٣٣

داریم: را زیر مقادیر f(x, y) تابع برای پس

(
١√
٣
,±
√

١ − ١
٣
) ⇒ f(

١√
٣
,±
√

١ − ١
٣
) =

١√
٣
− (

١√
٣
)٣

١٧٨



(− ١√
٣
,±
√

١ − ١
٣
) ⇒ f(− ١√

٣
,±
√

١ − ١
٣
) = − ١√

٣
+ (

١√
٣
)٣

مرزی: نقاط در g محاسبه ی

g(١) = ٠, g(−١) = ٠

یعنͬ

f(١, ٠) = f(−١, ٠) = ٠.

ͬ کنیم. م محاسبه L٢ مرز روی را تابع مقادیر مشابه طور به حال

L٢ = {(x, y)|x٢ + y٢ = ۴}

f(x, y) =
xy٢

x٢ + y٢ (x, y) ∈ L٢

h(x) =
x(۴ − x٢)

۴
x ∈ [−٢, ٢]

اکسترمم های شما! با ادامه کنید. مقایسه هم با آمده بدست نقاط در را f تابع مقادیر کنید. تکرار نیز h تابع برای را بالا روند

بود: خواهند زیر صورت به آمده بدست

f(
−٢√

٣
,±

√
۴ − (

٢√
٣
)٢) = ٠٫ مطلق٧٧ ماکزیمم

f(
٢√
٣
,±

√
۴ − (

٢√
٣
)٢) = −٠٫ مطلق٧٧ ͬ موم مین

لاگرانژ ضرایب روش ٢ . ١۶

کنیم. محاسبه L١ = {(x, y)|x٢ + y٢ = ١} ناحیه ی روی را f(x, y) تابع مطلق اکسترمم های که بود لازم قبل مثال در

مطلق اکسترممهای محاسبه ی برای کلͬ روشͬ ͬ خواهیم م بخش، این در کردیم. استفاده متغیره تک توابع از کار این برای

این برای سپس و ͬ کنیم م بیان دستورالعمل ͷی صورت به را نظر مورد روش نخست کنیم. ارائه قید ͷی تحت تابع، ͷی

آورد: خواهیم جبری و هندسͬ توجیه های دستورالعمل

ͬ کنیم: م استفاده زیر روش از g(x, y) = k قیدِ تحتِ f(x, y) مطلق اکسترمم های تعیین برای

کنید. حل را زیر مجهول سه با معادله سه دستگاه (١
fx(x, y) = λgx(x, y)

fy(x, y) = λgy(x, y)

g(x, y) = k

این در را تابع مقادیر ͬ دهد. م رخ بالا معادله ی جواب ,x)های y) از برخͬ در دقیقاً f تابع مطلق اکسترمم مقادیر  (٢

ͬ کنیم. م مقایسه هم با نقاط
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ͬ کنیم. م حل را زیر دستگاه دیͽر بیان ∇fبه = λ∇g → شود. موازی g گرادیان با f گرادیان

g(x, y) = k

چهار با معادله چهار دستگاه g(x, y, z) = k قید تحت f(x, y, z) تابع مطلق اکسترمم های تعیین برای .١٩٩ تعمیم

ماکزیمم مقادیر، این حداکثر ͬ کنیم. م مقایسه هم با آمده بدست ,x)های y, z) در را تابع مقادیر کرده حل را زیر مجهول

شد. خواهد مطلق ͬ موم مین آنها حداقل و ,∇f(xمطلق y, z) = λ∇g(x, y, z)

g(x, y, z) = k

با تقاطع در که کنید دقت آورده ایم. متغیره دو توابع برای لاگرانژ ضرایب روش برای هندسͬ توجیهͬ زیر شͺل در

که جائͬ در دقیقاً شود؛ مماس g بر آن تراز  ͬ منحن که ͬ شود م حداکثر زمانͬ f تابع g(x, y) = k تابع̧ نمودار با

باشند. موازی هم با گرادیانها یاید مماسند، هم بر ایندو که نقطه ای در شود. خارج g(x, y) = k از ͬ خواهد م f

نظر در را f(x, y, z) متغیره ی سه تابع کنیم. توجیه دقیقتر طور به را لاگرانژ ضرایب روش متغیره، سه توابع برای بیایید

کنیم. محاسبه g(x, y, z) = k رویه ی روی را آن مطلق اکسترمم  ͬ خواهیم م بͽیرید.

باشد. f تابع برای مطلق ماکزیمم نقطه ی ͷی p و −→r (t٠) = p که طوری به باشد فضایی منحنͬ ͷی −→r (t) کنید فرض

است. مطلق ماکزیمم دارای t = t٠ در R → R از زیر متغیره ی تک تابع پس

t
h7→ f
(−→r (t)) = f

(
x(t), y(t), z(t)

)
١٨٠



پس .h′(t٠) = ٠ پس است. مطلق ماکزیمم دارای t = t٠ نقطه ی در h(t) تابع

∂f
(
x(t), y(t), z(t)

)
∂t

(t٠) =
∂f

∂x
x′(t) +

∂f

∂y
y′(t) +

∂f

∂z
z′(t) = ٠

داریم: p نقطه ی در پس
−→
∇f · r′(t) = ٠ ⇒

(∂f
∂x

,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
⊥r′(t٠)

در g بر مماس صفحه ی بر ∇f پس است. عمود p از گذرنده ͬ های منحن برای r′(t) بردارهای تمام بر ∇f .٢٠٠ خلاصه

پس است. عمود مماس صفحه ی بر نقطه همان در نیز ∇g طرفͬ از است. عمود p نقطه ی

∇f ||∇g

کنید. تعیین را x٢ + y٢ = ١ دایره ی روی را f(x, y) = x٢ + ٢y٢ تابع مقدار حداکثر و حداقل .٢٠١ مثال

پاسخ.

∇f = λ∇g

g(x, y) = k

=


٢x = λ(٢x)

۴y = λ(٢y)

x٢ + y٢ = ١

معادله ی و ۴y = λ(٢y) معادله ی از .x = ٠ یا λ؛ = ١ و x ̸= ٠ یا که ͬ گیریم م نتیجه ٢x = λ(٢x) معادله ی از

که ͬ گیریم م نتیجه قبلͬ معادله ی جواب های و x٢ + y٢ = ١

(١) λ = ١ → y = ٠ ⇒ x = ±١ ⇒ (±١, ٠)

(٢) x = ٠ → y = ±١ ⇒ (١±,٠)

با برابرند تابع مطلق ͬ موم های مین پس

f(١, ٠) = f(−١, ٠) = ١

با برابرند تابع مطلق ماکزیمم های و

f(٠٫ ١) = f(١−,٠) = ٢

١٨١



دوشنبه هفتم، و بیست جلسه ی ٢٧

لاگرانژ ضرایب روش ادامه ی ٢٧ . ١

با چهارمعادله با زیر دستگاه باید g(x, y, z) = k قید تحت f(x, y, z) تابع مطلق اکسترممهای تعیین برای که گفتیم

کنیم. حل را x, y, z, λ مجهول ∇fچهار = λ∇g

g(x, y, z) = k

بیابید. x٢ + y٢ ≤ ١ ͷدیس روی را f(x, y) = x٢ + ٢y٢ تابع مطلق های مینیمم و ماکزیمم .٢٠٢ مثال

هستند: زیر صورت به پاسخ مراحل پاسخ.

.x٢ +y٢ = ١ مرزِ روی تابع مطلق های اکسترمم تعیین (٢ .x٢ +y٢ < ١ ِͷدیس درون در تابع بحرانͬ نقاط تعیین (١

اول: مرحله ی

fx(x, y) = ٢x fy(x, y) = ۴y

است. بحرانͬ ی نقطه (٠, ٠) نقطه ی پس

f(٠, ٠) = ٠

x٢ + y٢ = ١ قید تحت f = x٢ + ٢y٢ تابع های اکسترمم تعیین دوم: مرحله ی
٢x = ٢xλ ⇒ x = ٠ or λ = ١

۴y = ٢yλ

x٢ + y٢ = ١

سوم: ی معادله از

x = ٠ ⇒ y = ±١

(١±,٠) (±١, ٠) نقاط:

f(٠, ٠) = ٠︸ ︷︷ ︸
مطلق ͬ موم مین

f(±١, ٠) = ١ f(١±,٠) = ٢︸ ︷︷ ︸
مطلق ماکزیمم

١٨٢



نقطه آن در f(x, y, z) = ٢x٢ + ٣y٢ + z٢ تابع که کنید پیدا x+ ۴y + ٣z = ٢ ی صفحه روی ای نقطه .٢٠٣ مثال

باشد. مقدار کمترین دارای

لاگرانژ: ضرایب روش از استفاده پاسخ.

١ = λ(۴x) → x = ١
۴λ

۴ = λ(۶y) → y = ٢
٣λ

٣ = λ(٢z) → z = ٣
٢λ

x+ ۴y + ٣z = ٢ → ١
۴λ + ۴( ٢

٣λ) + ٣( ٣
٢λ) = ٢

⇒ ٣ + ٣٢ + ١٨
١٢λ

=
۵٣

١٢λ
= ٢

−→ λ =
۵٣
٢۴

≃ ٢٫ ٢

⇒ x =
١

۴ × ٢٫ ٢
y =

۴
٣ × ٢٫ ٢

z =
٣

٢ × ٢٫ ٢

شود. ساخته مقوا ١٢m٢ با که بیابید را در بدون مستطیلͬ مͺعب ی جعبه ͷی حجم حداکثر .٢٠۴ مثال

کنید: استفاده زیر تابع و قید با لاگرانژ ضرایب روش از ٢xyراهنمایی: + ٢yz + xz = ١٢

V = xyz

شود. حداکثر آن زوایای سینوس مجموع که رابیابید مثلثͬ ها، مثلث بین از .٢٠۵ مثال

θ١ + θ٢ + θ٣ = π قید تحت f(θ١, θ٢, θ٣) = sin θ١ + sin θ٢ + sin θ٣ راهنمایی:

شود. ماکزیمم آنها ضرب حاصل و ١٢٠٠ آنها جمع حاصل که بیابید عدد سه .٢٠۶ مثال

. شود حداکثر آنها مربعات مجموع و شود n آنها ضرب حاصل که بیابید عدد سه .٢٠٧ مثال

,f(xراهنمایی: y, z) = x٢ + y٢ + z٢

xyz = n

بیابید. شده داده قید تحت را زیر توابع های اکسترمم .٢٠٨ مثال

,f(xالف) y, z) = x+ y + z

g(x, y, z) = x٢ + y٢ + z٢ − ٣ = ٠

,f(xب) y, z) = x٢ + γy٢

√
x+

√
y = ١

١٨٣



باشد. حداقل مبدأ تا آنها ی فاصله که کنید پیدا ٣x٢ − ٢xy + ٣y٢ − ٢ = ٠ بیضͬ روی نقاطͬ .٢٠٩ مثال

ضرایب (روش بیابیم. ٣x٢ − ٢xy + ٣y٢ − ٢ = ٠ قید تحت را x٢ + y٢ + z٢ تابع مطلق مینیموم است کافͬ پاسخ.

لاگرانژ)

دوگانه انتگرال ٢٧ . ٢

کنم. یادآوری ١ ریاضͬ درس از را ضروری مفاهیمͬ ͬ دانم م لازم دهم، توضیح دوگانه انتگرال درباره ی بخواهم آنکه از پیش

با قسمت n به را بازه این است. شده تعریف [a, b] بسته ی بازه ی روی که باشد متغیره تک تابع ͷی f(x) کنید فرض

با: بود خواهد برابر قسمت هر طول کنید. تقسیم مساوی طولهای

b− a

n
= ∆x

بسازید. را زیر ریمانͬ جمع و کنید انتخاب را x∗
i عنصرِ ام i بازه ی از

Σn
i=١f(x

∗
i )∆x

ͬ رسیم: م زیر حد به ͬ توانیم م کنیم، زیاد را بندی تقسیم این در بازه ها تعداد اگر حال

lim
n→∞

Σn
i=١f(x

∗
i )∆x

نویسیم: مͬ و خوانیم مͬ پذیر انتگرال [a, b] در را f تابع باشد، موجود بالا حد حاصل ∫اگر b

a

f(x)dx = limΣn
i=١f(x

∗
i )∆x

ͬ دهد. م نشان را تابع منحنͬ زیر مساحت واقع در بالا حد باشد، مثبت نظر مورد تابع اگر هندسͬ، لحاظ از که گفتیم نیز

دوگان نوعͬ به انتگرالͽیری مفهوم قضیه، این به بنا ͬ کردیم. م استفاده اساسͬ قضیه ی از انتگرال محاسبه ی برای عموماً

١٨۴



است. مشتق گیری مفهوم

حسابان: اساسͬ ی ∫قضیه b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

کنیم تعریف زیر صورت به را F تابع اگر دیͽر بیان به

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

آنگاه

F ′(x) = f(x)

دوگانه ریمانͬ جمع های ٢٧ . ٣

باشد. شده تعریف زیر صورت به R مستطیلͬ ی ناحیه روی که باشد متغیره دو تابع ͷی f(x, y) کنید فرض

R = [a, b]× [c, d] = {(x, y)|a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

کنیم. مͬ بندی تقسیم ∆A مساویِ مساحتهای با قسمت n× n به مقابل صورت به را R ی دامنه

مͬ را ریمانͬ جمع و کنیم مͬ انتخاب را، (x∗
ij, y

∗
ij) نقطه ی مثلا́ دلخواه، به ای نقطه شده ایجاد های مستطیل از هرکدام از

سازیم:
m∑
i=١

n∑
ij=١

f(x∗
ij, y

∗
ij)∆A

١٨۵



باشد: موجود زیر حد هرگاه خوانیم مͬ پذیر انتگرال R مستطیلͬ ی ناحیه در را f تابع .٢١٠ تعریف

lim
m→∞,n→∞

m∑
i=١

n∑
ij=١

f(x∗
ij, y

∗
ij)∆A

نویسیم: مͬ صورت این در ∫∫و
R

f(x, y)dA = lim
m→∞,n→∞

m∑
i=١

n∑
ij=١

f(x∗
ij, y

∗
ij)∆A

باشد. شده تعریف R مستطیلͬ ی ناحیه روی f(x, y) ⩾ ٠ تابع کنید فرض هندسͬ: تعبیر

عبارت

f(xij, yij)∆A

تقریبی واقع در مستطیلها مͺعب این حجم جمع حاصل است. ∆A آن مقطع که ͬ دهد م نشان را مستطیل مͺعب ͷی ∫∫حجم
R
f(x, y)dA بنابراین است. R مستطیل̞ͬ ناحیه ی بالای و z = f(x, y) رویه ی زیر بر شده واقع جسم حجم برای

است. R مستطیل بالای و f(x, y) رویه ی زیر ناحیه ی حجم بیانگر

واقع z = ١۶− x٢ − ٢y٢ بیضوی وار سهمͬ زیر و R = [٠, ٢]× [٠, ٢] مستطیل بالای که را جسمͬ حجم .٢١١ مثال

بزنید تقریب ، است شده

پاسخ.

f(٠, ٢) = ٨ f(٠, ١) = ١۴

١٨۶



f(١, ٢) = ٧ f(١, ١) = ١٣ ∆A = ١

١٣ نظر مورد حجم ≈ ٨)١ + ٧ + ١۴ + ١٣) = ۴٢

کشیده اند. شیرجزی خانم را جلسه این جزوه ی تایپ ١٣زحمت

١٨٧



هشتم و بیست جلسه ی ٢٨

دوگانه انتگرال ٢٨ . ١

به آنها از حدگیری با و ͬ دهند م دست به ناحیه ͷی حجم برای تقریبی واقع در ریمانͬ جمعهای که گفتیم قبل جلسات در

ͬ رسیم. م دوگانه انتگرال

lim
m,n→∞

m∑
i=١

n∑
j=١

f(x, y)i,j∆A =

∫∫
R

f(x, y)dA

کنید. محاسبه را
∫∫

R

√
١ − x٢dA حاصل .R = {(x, y)| − ١ ⩽ x ⩽ ٢−,١ ⩽ y ⩽ ٢} کنید فرض .٢١٢ مثال

نیم حجم کنیم. محاسبه را R بالای و z =
√

١ − x٢ رویه ی زیر ناحیه ی حجم است کافͬ شد، گفته آنچه بنابر پاسخ.

با است برابر استوانه
۴π
٢

= ٢π

١٨٨



جزئͬ انتگرال ٢٨ . ١ . ١

باشد. شده تعریف R مستطیلͬ ناحیه ی روی f(x, y) تابع کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف [c, d] بازه ی در y دلخواه عدد برای

h(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx → x به نسبت جزئͬ انتگرال

داریم: را زیر تابع پس است. تعریف قابل دلخواه y هر برای بالا عبارت

y
h→
∫ b

a

f(x, y)dx

١٨٩



ͬ کنیم: م تعریف [a, b] بازه ی در دلخواه x برای مشابه طور به

h(x) =

∫ d

c

f(x, y)dy → y به نسبت جزئͬ انتگرال

.٢١٣ تعریف

(∗)
∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx :=

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx

محاسبه ی یعنͬ (∗) انتگرال محاسبه ی شد، گفته بالا در آنچه بر ∫بنا b

a

h(x)dx

.٢١۴ ∫تعریف d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy :=

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx︸ ︷︷ ︸
h(y)

)
dy

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های .۶۴ تمرین

∫ ٣
٠

∫ ٢
١ x٢ydydx .١

∫پاسخ. ٢

١
x٢ydy = x٢y

٢

٢
|٢١ = ٢x٢ − x٢

٢
=

٣
٢
x٢

∫ ٣

٠

∫ ٢

١
x٢ydydx =

∫ ٣

٠

٣
٢
x٢dx =

x٣

٢
|٣٠ =

٢٧
٢

١٩٠



∫ ٢
١

∫ ٣
٠ x٢ydxdy .٢

∫پاسخ. ٣

٠
x٢ydx =

x٣

٣
y|٣٠ =

٢٧
٣
y∫ ٢

١

∫ ٣

٠
x٢ydxdy =

∫ ٢

١

٢٧
٣
ydy =

٢٧
٣

y٢

٢
|٢١ =

٢٧
٢

درست همواره زیر قضیه ی شرایط تحت امر این رسیدیم. یͺسانͬ جوابهای به انتگرالͽیری ترتیب تعویض با که دیدیم بالا در

است:

آنگاه باشد پیوسته ( R = [a, b]× [c, d] (یعنͬ R مستطیلͬ ناحیه ی در f تابع اگر (فوبینͬ). ٢١۵ ∫قضیه b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy

هندسͬ توجیه

١٩١



شنبه نهم، و بیست جلسه ی ٢٩

کردیم: صحبت فوبینͬ ی قضیه درباره ی قبل جلسات ∫در d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx

ͬ کند. م ساده تر را انتگرالͽیری انتگرالͽیری، ترتیب تغییر گاهͬ که است این قضیه این مواهب از ͬͺی

خودتان را انتگرالͽیری مناسب (ترتیب .R = [١, ٢]× [٠, π] آن در که کنید محاسبه را
∫∫

R
y sin(xy)dA .٢١۶ مثال

دهید). تشخیص

∫پاسخ. ٢

١

∫ π

٠
y sin(xy)dydx =

∫ π

٠

∫ ٢

١
y sin(xy)dxdy∫ ٢

١
y sin(xy)dx = − cos(xy)|٢١ = − cos(٢y) + cos(y)∫ π

٠
(− cos(٢y) + cos(y))dy =

(− sin(٢y)
٢

+ sin(y)
)
|π٠ = ٠

و y = ٢ و x = ٢ صفحات و x٢ + ٢y٢ + z = ١۶ بیضوی ͬ وار سهم توسط که بیابید را جسمͬ حجم .٢١٧ مثال

است. شده احاطه مختصات صفحات

اثبات.

با است برابر انتگرالͽیری ناحیه ی

D = {(x, y)|٠ ⩽ x ⩽ ٢, ٠ ⩽ y ⩽ ٢}∫ ٢

٠

∫ ٢

٠
(١۶ − x٢ − ٢y٢)dydx∫ ٢

٠
(١۶ − x٢ − ٢y٢)dy = (١۶y − yx٢ − ٢

٣
y٢٠|(٣ = ٣٢ − ٢x٢ − ١۶

٣
− ٠ =

٨٠
٣

− ٢x٢

١٩٢



∫ ٢

٠
(
٨٠
٣

− ٢x٢)dx = (
٨٠
٣
x− ٢

٣
x٢٠|(٣ =

١۶٠
٣

− ١۶
٣

=
١۴۴

٣
= ۴٨

نیست: یͽانه انتگرال تا دو حاصلضرب دوگانه، انتگرال که باشد حواستان .٢١٨ ∫توجه b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx ̸=
∫ b

a

f(x, y)dx×
∫ d

c

f(x, y)dy

داریم: باشد y از تابعͬ فقط g و x از تابعͬ فقط f اگر حال این با .٢١٩ ∫توجه b

a

∫ d

c

f(x)g(y)dy︸ ︷︷ ︸
A

dx

A =

∫ d

c

f(x)g(y)dy = f(x)

∫ d

c

g(y)dy∫ b

a

∫ d

c

f(x)g(y)dydx =

∫ b

a

Adx =

∫ b

a

f(x)

∫ d

c

g(y)dydx =

∫ b

a

f(x)dx×
∫ d

c

g(y)dy

بیابید. را زیر انتگرال های .۶۵ ∫تمرین ۴
١

∫ ٢
١ (

x
y
+ y

x
)dydx .١∫ ١

٠

∫ ١
٠ xy

√
x٢ + y٢dydx .٢

است. شده احاطه



z = ٠

x = ±١

y = ٠

y = ١

صفحات و z = ١ + x٢yey رویه ی توسط که بیابید را جسمͬ حجم .۶۶ تمرین

کلͬ نواحͬ در انتگرالͽیری ٢٩ . ١

باشد. R٢ در دلخواه ناحیه ی ͷی D کنید فرض گفتیم. سخن پیش جلسات در مستطیلͬ نواحͬ در انتگرالͽیری درباره ی

D شامل مستطیلͬ ناحیه ای در زیر، صورت به شده تعریف F تابع هرگاه ͬ خوانیم م انتگرالپذیر ناحیه این روی را f تابع

باشد. انتگرالپذیر

F (x, y) =

f(x, y) (x, y) ∈ D

٠ (x, y) ∈ R−D

١٩٣



زیر در کرد. حساب آسانتر را انتگرال توان مͬ خاصͬ نواحͬ در لیͺن نیست؛ آسان چندان کلͬ نواحͬ در انتگرال محاسبه ی

گفته ایم. سخن آنها در انتگرالͽیری نحوه ی و نواحͬ این درباره ی

اول نوع نواحͬ ٢٩ . ١ . ١

ͬ خوانیم: م اول نوع را زیر صورت به نواحͬ

D = {(x, y)|a ⩽ x ⩽ b, g١(x) ⩽ y ⩽ g٢(x)}

داریم: باشد بالا مانند اول نوع ناحیه ی ͷی D ∫∫اگر
D

f(x, y)dA =

∫ b

a

∫ g٢(x)

g١(x)

f(x, y)dy︸ ︷︷ ︸
x از تابعͬ

dx

دوم نوع نواحͬ ٢٩ . ١ . ٢

ͬ خوانیم: م دوم نوع نواحͬ را زیر در D مانند نواحͬ

D = {(x, y)|c ⩽ y ⩽ d, h١(y) ⩽ x ⩽ h٢(y)}

آنگاه باشد، دوم نوع ناحیه ی ͷی D ∫∫اگر
D

f(x, y)dA =

∫ d

c

∫ h٢(y)

h١(y)

f(x, y)dx︸ ︷︷ ︸
y از تابعͬ

dy

١٩۴



را
∫∫

D
(x + ٢y)dA آنگاه باشد. y = ١ + x٢ و y = ٢x٢ ͬ های سهم بین محصور ناحیه ی D کنید فرض .٢٢٠ مثال

کنید. محاسبه

ͬ کنیم. م ترسیم را انتگرالͽیری ناحیه ی ابتدا پاسخ.

١ + x٢ = ٢x٢ ⇒ x = ±١

کرد: انتگرالͽیری زیر صورت به و گرفت نظر در اول نوع ناجیه ی ͷی ͬ توان م را D∫∫
D

(x+ ٢y)dA =

∫ ١

−١

∫ ١+x٢

٢x٢
(x+ ٢y)dydx

∫ ١+x٢

٢x٢
(x+ ٢y)dy = xy|١+x٢

٢x٢ + y١|٢+x٢

٢x٢ = x(١ + x٢ − ٢x٢) + (١ + x٢(٢ − ۴x۴ =

−٣x۴ − x٣ + ٢x٢ + x+ ١∫ ١

−١
(−٣x۴ − x٣ + ٢x٢ + x+ ١)dx = (

−٣
۵

x۵ − ١
۴
x۴ +

٢
٣
x٣ +

١
٢
x٢ + x)|١−١ =

۴٧
١۵

کرد: حل زیر صورت به را سوال همین و گرفت نظر در دوم نوع نواحͬ از اجتماعͬ ͬ توان م را D

y = ٢x٢ ⇒ x = ±
√

y

٢∫∫
D١

(x+ ٢y)dA =

∫ ١

٠

∫ √
y
٢

−
√

y
٢

(x+ ٢y)dxdy

∫ √
y
٢

−
√

y
٢

(x+ ٢y)dx = (
١
٢
x٢ + ٢yx)|

√
y
٢

−
√

y
٢
= ۴
√

y

٢
y

∫ ١

٠
(

۴√
٢
√

y٣)dy =
۴√
٢
√

y۵|١٠ =
۴
√

٢
۵∫∫

D٢

(x+ ٢y)dA =

∫ ٢

١

∫ −
√
y−١

−
√

y
٢

(x+ ٢y)dxdy = . . .

١٩۵



∫∫
D٣

(x+ ٢y)dA =

∫ ٢

١

∫ √
y
٢

√
y−١

(x+ ٢y)dxdy = . . .

خطوط توسط شده محصور ناحیه ی بالای و z = x٢ + y٢ ͬ وار سهم زیر که کنید محاسبه را جسمͬ حجم .٢٢١ مثال

است. شده واقع y = x٢ و y = ٢x

پاسخ.

x٢ = ٢x ⇒ x٢ − ٢x = ٠ ⇒ x(x− ٢) = ٠ ⇒ x = ٠ یا x = ٢

دوم: نوع ناحیه ی اساس ∫بر ۴

٠

∫ √
y

y
٢

(x٢ + y٢)dxdy

اول: نوع ناحیه ی اساس ∫بر ٢

٠

∫ ٢x

x٢
(x٢ + y٢)dydx∫ ٢x

x٢
(x٢ + y٢)dy = (x٢y +

y٣

٣
)|٢xx٢ = ٢x٣ +

٨
٣
x٣ − x۴ − x۶

٣
=

١۴
٣
x٣ − x۴ − x۶

٣∫ ٢

٠

∫ ٢x

x٢
(x٢ + y٢)dydx =

∫ ٢

٠
(
١۴
٣
x٣ − x۴ − x۶

٣
)dx =

(١۴
١٢

x۴ − x۵

۵
− x٧

٢١

)
|٢٠

دوم نوع نواحͬ گرفتن نظر در با هم و اول نوع نواحͬ گرفتن نظر در با هم را سوالͬ هر که نیست نیازی هیچ .٢٢٢ توجه

انتخاب را ناحیه از نوعͬ بتوانید باید واقع، در داده ایم. انجام را کار این آموزشͬ اهداف با تنها بالا مثالهای در کنید. حل

برساند. انتگرال پاسخ به راحتتر را شما که کنید

١٩۶



دوشنبه ͬ اُم س جلسه ی ٣٠

کنید. محاسبه را
∫ ١

٠

∫ ١
x
sin(y٢)dydx .٢٢٣ مثال

پاسخ.

D = {(x, y)|٠ ⩽ x ⩽ ١, x ⩽ y ⩽ ١}

∫ ١

٠

∫ ١

x

sin(y٢)dydx =

∫ ١

٠

∫ y

٠
sin(y٢)dxdy∫ y

٠
sin(y٢)dx = x sin(y٢)|y٠ = y sin(y٢)∫ ١

٠
y sin(y٢)dy =

− cos(y٢)

٢
|١٠ =

− cos(١)
٢

+
١
٢

انتگرال ͬ های ویژگ ٣٠ . ١∫∫
D

(
f(x, y) + g(x, y)

)
dA =

∫∫
D
f(x, y)dA+

∫∫
D
g(x, y)dA .١∫∫

D
c× f(x, y)dA = c×

∫∫
D
f(x, y)dA .٢

باشیم داشته D ناحیه ی در اگر .٣

f(x, y) ⩾ g(x, y)

∫∫آنگاه
D

f(x, y)dA ⩾
∫∫

D

g(x, y)dA

∫∫
D
f(x, y)dA =

∫∫
D١

f(x, y)dA+
∫∫

D٢
f(x, y)dA .۴

١٩٧



با است برابر D ناحیه ی مساحت .۵∫∫
D

f(x, y)︸ ︷︷ ︸
=١

dA =

∫∫
D

dA

کنید. محاسبه را زیر مͺرˁرِ انتگرال .۶٧ ∫تمرین ١

٠

∫ ٢

١

y

x۴ sin(
πx

٢
)dxdy +

∫ ۴

١

∫ ٢

√
y

y

x۴ sin(
πx

٢
)dxdy

∫پاسخ. ١

٠

∫ ٢

١︸ ︷︷ ︸
D١

y

x۴ sin(
πx

٢
)dxdy +

∫ ۴

١

∫ ٢

√
y︸ ︷︷ ︸

D٢

y

x۴ sin(
πx

٢
)dxdy

داریم آنگاه باشند نداشته اشتراک D٢ ناحیه ی و D١ ناحیه ی ∫∫اگر
D١

f(x, y)dA+

∫∫
D٢

f(x, y)dA =

∫∫
D١∪D٢

f(x, y)dA

١٩٨



ͬ کنیم: م پارامتربندی زیر صورت به را انتگرالͽیری ناحیه ی بالا شͺل به ∫بنا ٢

١

∫ x٢

٠

y

x۴ sin(
πx

٢
)dydx

∫ x٢

٠

y

x۴ sin(
πx

٢
)dy =

١
x۴ sin(

πx

٢
)

∫ x٢

٠
ydy =

١
٢x۴ sin(

πx

٢
)y٢|x٢

٠ =
١
٢
sin(

πx

٢
)∫ ٢

١

١
٢
sin(

πx

٢
)dx = . . .

کنید. حساب را x = ١ خط راست سمت و x٢ + y٢ = ۴ دایره ی داخل مساحت .۶٨ تمرین

پاسخ.

∫∫
D

dA =
(∫∫

D١

dA
)
× ٢

∫∫
D١

dA =

∫ ٢

١

∫ √
۴−x٢

٠
dydx

∫ √
۴−x٢

٠
dy = y|

√
۴−x٢

٠ =
√

۴ − x٢

١٩٩



∫ ٢

١

√
۴ − x٢dx

x = ٢ sin θ ⇒ dx = ٢ cos θdθ

شما. با ادامه

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های .۶٩ ∫تمرین ٢
٠

∫ ۴−x٢

٠
xe٢y

۴−y
dydx .١∫∫

D
e

y
x+y dA .٢

است. x = ٠ و y = ٠ ،x+ y = ١ خطوط بین واقع ناحیه ی D

قطبی مختصات در دوگانه انتگرال ٣٠ . ٢

صورت به مختصات تغییر این برای لازم تبدیلهای داد. نمابش (r, θ) قطبی̞ مختصاتِ با ͬ توان م را صفحه در نقطه هر

زیرند:

(x, y) = (r, θ)

x = r cos θ

y = r sin θ

r =
√

x٢ + y٢

است. قطبی مستطیل ͷی از مثالͬ زیر مجموعه ی

D = {(r, θ)|١ ⩽ r ⩽ ٢, ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π}

٢٠٠



ͬ شود. م گفته قطبی مستطیل ͷی زیر، مجموعه ی مانند مجموعه ای به کلّͬ طور به

D = {(r, θ)|r١ ⩽ r ⩽ r٢, θ١ ⩽ θ ⩽ θ٢}

باشد. دلخواه ناحیه ی ͷی D کنید فرض .٢٢۴ ∫∫قضیه
D

f(x, y)dA =

∫∫
D

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

است: کرده تغییر زیر صورت به بالا انتگرال در سطح، ا˚ل˼مانِ که کنید دقت

dxdy ≈ rdrdθ

پرداختن که دارد را خود خاص قواعد بالا ضرب رسیم. نمͬ rdrdθ عبارتِ به dy در dx کردنِ ضرب از که کنید توجه

بنویسیم اگر پس ͬ گنجد. نم درس این سطح در بدانها

x = r cos θ ⇒ dx =
∂x

∂r
dr +

∂x

∂θ
dθ

y = r sin θ ⇒ dy =
∂y

∂r
dr +

∂y

∂θ
dθ

آنگاه

dxdy ̸= rdrdθ

٢٠١



کنیم. توجیه را dxdy = rdrdθ فرمولِ که است لازم دهیم، توضیح بالا ضرب ماهیت درباره ی نداریم قصد هرچند

تقریباً مساحت، ا˚ل˼مان که کنیم فرض زیر، شͺل مطابق مهندسͬ، رویͺرد در عموماً نادقیق). (توجیه اول. توجیه

پس است. dr و rdθ اندازه ی به اضلاع دارای مستطیل این است. ͬ شͺل مستطیل

dA = dr(rdθ) = rdrdθ

کنیم: محاسبه را زیر مانند جمعͬ حاصل باید قطبی مختصات در انتگرال محاسبه ی برای دوم. ∑توجیه
r

∑
θ

f
(
x(r∗, θ∗), y(r∗, θ∗)

)
dA

شده اند. انتخاب سطح المانهای میان از که هستند دلخواه عناصری θ∗ و r∗ آن در که

داریم

∆A =
١
٢
r٢

٢∆θ − ١
٢
r٢

١∆θ

∆A =
١
٢
(r٢ − r١)(r٢ + r١)∆θ

بͽیریم: نظر در ͷکوچ سطح هر وسط˼ نقاط را r∗, θ∗ ͬ توانیم ∗rم = r١+r٢
٢

θ∗ = θ١+θ٢
٢

داریم: آنگاه

∆A = ∆r(r∗)∆θ = r∗∆r∆θ

x٢ + y٢ = ۴ و x٢ + y٢ = ١ دوایر بین محصور ناحیه ی R آن در که کنید محاسبه را
∫∫

R
(٣x+ ۴y٢)dA .٢٢۵ مثال

است. مختصات محور بالای و

٢٠٢



پاسخ.

D = {(r, θ)|١ ⩽ r ⩽ ٢, ٠ ⩽ θ ⩽ π}

∫∫
R

(٣x+ ۴y٢)dA =

∫ ٢

١

∫ π

٠
(٣r cos θ + ۴r٢ sin٢ θ)rdθdr =∫ π

٠

∫ ٢

١
٣r٢ cos θdrdθ +

∫ π

٠

∫ ٢

١
۴r٣ sin٢ θdrdθ =∫ π

٠
cos θdθ ×

∫ ٢

١
٣r٢dr +

∫ π

٠
sin٢ θdθ ×

∫ ٢

١
۴r٣dr = . . .

کنید. جایͽزین sin٢ θ با را ١−cos ٢θ
٢ که کافیست

∫ π

٠ sin٢ θdθ انتگرال محاسبه ی برای

است. شده احاطه z = ١ − x٢ − y٢ ͬ وار سهم و z = ٠ صفحه ی توسط که بیابید را جسمͬ حجم .٢٢۶ مثال

پاسخ.

∫∫
D

f(x, y)dA =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ − r٢)rdrdθ = . . .

کنید. حساب را r = cos ٢θ برگ چهار رˀزِ گل̞ به محدود مساحت .٢٢٧ مثال

٢٠٣



پاسخ.

گلبرگها: از ͬͺی قسمت مساحت برابر چهار با است برابر کل مساحت

۴ ×
∫∫

D

dA = ۴ ×
∫ π

۴

−π
۴

∫ cos ٢θ

٠
rdrdθ =

π

٨

x٢ + y٢ = ٢x استوانه ی داخل و xy صفحه ی بالای و z = x٢ + y٢ ͬ وار سهم زیر که بیابید را جسمͬ حجم .٢٢٨ مثال

است. شده واقع

پاسخ.

x٢ − ٢x+ y٢ = ٠ ⇒ (x− ٢(١ + y٢ = ۴

ͬ کنیم: م پارامتربندی زیر صورت به را انتگرالͽیری ناحیه ی

−π

٢
⩽ θ ⩽ π

٢
٠ ⩽ r ⩽ ٢ cos θ

و است آمده در r = ٢ cos(θ) صورت به آنجا از و r٢ = ٢r cos θ صورت به x٢ + y٢ = ٢x معادله ی که کنید دقت

است. شده نوشته r٢ صورتِ به z = x٢ + y٢ ∫تابع̧ π
٢

−π
٢

∫ ٢ cos θ

٠
(r٢)rdrdθ

٢٠۴



٢٠۵



شنبه یͺم، و سͬ جلسه ی ٣١

ͬ رسانیم. م پایان به زیر نکته ی با را قطبی مختصات در انتگرالͽیری بحث

دهد. مͬ بدست یͽانه انتگرالهای برخͬ ی محاسبه برای مناسبی ابزار قطبی مختصات .٢٢٩ توجه

کنید. رامحاسبه
∫∞

٠ e−x٢
dx ناسره ی انتگرال .٢٣٠ مثال

.٢٣١ ∫یادآوری d

c

∫ b

a

f(x)g(y)dxdy =

∫ b

a

f(x)dx

∫ d

c

g(y)dy

∫پاسخ. ∞

٠
e−x٢

dx×
∫ ∞

٠
e−y٢

dy =

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
e−x٢−y٢

dxdy = (

∫ ∞

٠
e−x٢

dx)٢

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
e−x٢−y٢

dxdy =

∫ π
٢

٠

∫ ∞

٠
e−r٢

rdrdθ =
π

٢

∫ ∞

٠
e−r٢

rdr =
π

٢
(
e−r٢

−٢
)|∞٠ = . . .

متغیر تغییر ٣١ . ١

داریم: را زیر متغیر تغییر قطبی، مختصات با انتگرالͽیری در که گفتیم

dxdy = rdrdθ

ͬ کنیم. م یادآوری ١ ریاضͬ از را زیر نکته ی نخست ͬ کنیم. م بررسͬ کلͬ طور به را متغیر تغییر درس، ادامه ی در

که دیدیم ١ ریاضͬ در باشد. مشتق پذیر تابعͬ x = g(t) که کنید فرض .٢٣٢ ∫یادآوری b=g(t٢)

a=g(t١)

f(x)dx =

∫ t٢

t١

f(g(t))︸ ︷︷ ︸
u

g′(t)dt︸ ︷︷ ︸
du

دیͽر بیان ∫به b=g(t٢)

a=g(t١)

f(x)dx =

∫ t٢

t١

f(x(t))
∂x

∂t
dt

٢٠۶



آوریم. دست به دوگانه انتگرال برای را بالا گفته  ی متناظر ͬ خواهیم م درس ادامه ی در

است: زیر صورت به T نگاشت دیͽر بیان به ͬ رود. م xy مختصات به uv مختصاتِ از که باشد نگاشت ͷی T کنید فرض

T (u, v) = (x(u, v), y(u, v))

مشتقات x(u, v), y(u, v) (توابع باشد داشته مطلوبی آنالیزی و ͷتوپولوژی ویژگͬ نگاشت این که ͬ کنیم م فرض هم چنین

ای گونه به نگاشتͬ چنین باشد). ناصفر شد، خواهد تعریف ادامه در (که نگاشت این ژاکوبین و باشند داشته پیوسته جزئͬ

برد. مͬ R ناحیه ی مرزهای به را بالا) شͺل (در S ناحیه ی مرزهای که است

کرد: تبدیل S ناحیه ی در انتگرالͽیری به را R ناحیه ی در انتگرالͽیری ͬ توان م بالا، شرطهای ∫∫تحت
R

f(x, y)dxdy =

∫∫
S

f(x(u, v), y(u, v)) |∂(x, y)
∂(u, v)

|︸ ︷︷ ︸
قدرمطلق

dudv (∗)

∂(x, y)

∂(u, v)
:= det

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v


(T تبدیل ژاکوبین (ماتریس

کرد. باید مثبت به تبدیل را آن شود، منفͬ دترمینان اگر بنابراین است، آمده مطلق قدر علامت (∗) فرمول در که کنید دقت

بردارهای است. شده تبدیل متوازی الاضلاع المان ͷی به مستطیلͬ المانِ ͷی که کنید دقت هندسͬ: دیدگاه از اثبات ی ایده

کرده ایم. محاسبه زیر در را متوازی الاضلاع سازنده ی

کشیده ایم: بزرگتر زیر در را بالا در شده مشخص گوشه های

٢٠٧



عکس: توضیحات

A = (u٠, v٠) , B = (u٠, v٠ +∆v) , C = (u٠ +∆u, v٠) , D = (u٠ +∆u, v٠ +∆v)

T (A) = (x(u٠, v٠), y(u٠, v٠)) T (B) = (x(u٠, v٠ +∆v), y(u٠, v٠ +∆v))

T (C) = (x(u٠+∆u, v٠), y(u٠+∆u, v٠)) T (D) = (x(u٠+∆u, v٠+∆v), y(u٠+∆u, v٠+∆v))

−→r١ ≈ T (B)− T (A) = (x(u٠, v٠ +∆v), y(u٠, v٠ +∆v))− (x(u٠, v٠), y(u٠, v٠)) =

(x(u٠, v٠ +∆v)− x(u٠, v٠), y(u٠, v٠ +∆v)− y(u٠, v٠))

≃ (∆v
∂x

∂v
(u٠, v٠),∆v

∂y

∂v
(u٠, v٠)) = ∆v(

∂x

∂v
,
∂y

∂v
)

−→r٢ ≈ T (C)− T (A) = (x(u٠ +∆u, v٠), y(u٠ +∆u, v٠))− (x(u٠, v٠), y(u٠, v٠)) =

(x(u٠ +∆u, v٠)− x(u٠, v٠), y(u٠ +∆u, v٠)− y(u٠, v٠))

≃ (∆u
∂x

∂u
(u٠, v٠),∆u

∂y

∂u
(u٠, v٠)) = ∆u(

∂x

∂u
,
∂y

∂u
)

dA = متوازی الاضلاع صورت به ناحیه ی مساحت = −→r١ ×−→r٢ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂x
∂u

∂y
∂u

٠
∂x
∂v

∂y
∂v

٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∆u∆v

dA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂x
∂u

∂y
∂u

٠
∂x
∂v

∂y
∂v

٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dudv
باشیم: داشته S ی ناحیه در که کند مͬ کار زمانͬ فوق روش .٢٣٣ توجه

∂(x, y)

∂(u, v)
̸= ٠

قطبی مختصات تغییر ٣١ . ٢

ͬ کنیم. م امتحان قطبی مختصات تغییر برای بالا فرمول حال

x = r cos θ y = r sin θ

∂(x, y)

∂(u, v)
:= det

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

 = det

cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

 = r cos٢ θ + r sin٢ θ = r

dA = dxdy = |∂(x, y)
∂(r, θ)

|drdθ = rdrdθ

٢٠٨



مثالها ٣١ . ٣

نقاط به محدود ای ذوزنقه ی ناحیه R آن در که کنید محاسبه را
∫∫

R
e

x+y
x−y dA .٢٣۴ مثال

است. (١, ٠), (٢, ٠), (١−,٠), (٢−,٠)

پاسخ.

u = x+ y v = x− y

x =
١
٢
(u+ v) y =

١
٢
(u− v)

∂(x, y)

∂(u, v)
= det

١
٢

١
٢

١
٢ −١

٢

 = −١
٢∫ ٢

١

∫ v

−v

e
u
v | − ١

٢
|dudv =

١
٢

∫ ٢

١

∫ v

−v

e
u
v dudv∫ v

−v

e
u
v dv = ve

u
v = v(e١ − e−١)∫ ٢

١

∫ v

−v

١
٢
e

u
v dudv =

١
٢
(e− ١

e
)

∫ ٢

١
vdv =

١
٢
(e− ١

e
)
v٢

٢
|٢١ =

١
٢
(e− ١

e
)
٣
٢

کنید. حل مناسب متغیر تغییر با را زیر ی دوگانه انتگرال .٢٣۵ ∫∫مثال
D

x٢ sin(xy)

y
dA

١۴ است. y٢ = x
٢ و y٢ = x و x٢ = πy

٢ و x٢ = πy های منحنͬ به محدود ی ناحیه D

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیرجزی خانم ١۴از

٢٠٩



سه گانه انتگرالهای ͬ ودوم، س جلسه ی ٣٢

ͬ کنیم. م حل متغیر تغییر از دیͽری مثال درس شروع از پیش

کنید. حل مناسب متغیر تغییر با را زیر دوگانه ی انتگرال .٢٣۶ ∫∫مثال
D

x٢ sin(xy)

y
dA

است. y٢ = x
٢ و y٢ = x و x٢ = πy

٢ و x٢ = πy ͬ های منحن به محدود ناحیه ی D

پاسخ.

u =
x٢

y

π

٢
⩽ u ⩽ π

v =
y٢

x

١
٢
⩽ v ⩽ ١

uv =
x٢y٢

xy
= xy∫∫

D

x٢ sin(xy)

y
dA =

∫ π

π
٢

∫ ١

١
٢

u sin(uv)
∣∣∣∂(x, y)
∂(u, v)

∣∣∣dvdu
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣ = ∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

y٢ = vx ⇒ x =
y٢

v

x٢ = uy ⇒ y۴

v٢ = uy ⇒ y = v
٢
٣u

١
٣

x =
y٢

v
⇒ x = v

١
٢u

٢
٣

∂x

∂u
= v

١
٢ · ٢

٣
u− ١

٣

∂x

∂v
= u

٢
٣ · ١

٣
v−

٢
٣

∂y

∂u
=

١
٣
u− ٢

٣ · v
٢
٣

∂y

∂v
=

٢
٣
v−

١
٣ · u

١
٣

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
= v

١
٢ · ٢

٣
u− ١

٣ · ٢
٣
v−

١
٣ · u

١
٣ − u

٢
٣ · ١

٣
v−

٢
٣ · ١

٣
u− ٢

٣ · v
٢
٣ =

۴
٩
− ١

٩
=

١
٣∫ π

π
٢

∫ ١

١
٢

u sin(uv) · ١
٣
dvdu∫ ١

١
٢

u sin(uv) · ١
٣
dv = cos(uv)|١١

٢
= cos u− cos

u

٢∫ π

π
٢

(cosu− cos
u

٢
)du = . . .

٢١٠



سه گانه انتگرال های ٣٢ . ١

باشد: R به R٣ از تابعͬ f و باشد زیر معلوم حدود با مͺعبی ناحیه ی ͷی B کنید فرض

B = {a ⩽ x ⩽ b, c ⩽ y ⩽ d, r ⩽ z ⩽ s}

ͬ کنیم: م ∫∫∫تعریف
B

f(x, y, z)dv =

∫ b

a

∫ d

c

∫ s

r

f(x, y, z)dzdydx =

∫ b

a

(∫ d

c

(∫ s

r

f(x, y, z)dz
)
dy

)
dx

است: زیر صورت به B ناحیه ی آن در که کنید محاسبه  را
∫∫∫

B
xyz٢dv انتگرال .٢٣٧ مثال

B = {(x, y, z)|٠ ⩽ x ⩽ ١−,١ ⩽ y ⩽ ٢, ٠ ⩽ z ⩽ ٣}∫ ٣

٠

∫ ٢

−١

∫ ١

٠
xyz٢dxdydz∫ ١

٠
xyz٢dx =

x٢

٢
yz١٠|٢ =

١
٢
yz٢

∫ ٢

−١

١
٢
yz٢dy =

y٢

۴
z١−٢|٢ = z٢ − z٢

۴
=

٣z٢

۴∫ ٣

٠

٣z٢

۴
dz =

z٣

۴
|٣٠ =

٢٧
۴

اگر ولͬ نیست آسانͬ کار کلͬ نواحͬ روی انتگرالͽیری ͬ گیرد. نم صورت مͺعبی نواحͬ روی تنها سه گانه انتگرالͽیری

باشد. ساده تری صورت به است ممͺن ما انتگرالͽیری ناحیه ی باشیم خوش شانس

ساده تر نواحͬ ٣٢ . ١ . ١

B = {(x, y, z)|(x, y) ∈ D, u١(x, y) ⩽ z ⩽ u٢(x, y)}

٢١١



∫∫∫
B

f(x, y, z)dv =

∫∫
D

(∫ u٢(x,y)

u١(x,y)

f(x, y, z)dz

)
dA

باشد: زیر صورت به نیز D ناحیه ی خودِ است ممͺن باز

داشت: خواهیم ∫∫∫آنگاه
B

f(x, y, z)dv =

∫ b

a

∫ g٢(x)

g١(x)

∫ u٢(x,y)

u١(x,y)

f(x, y, z)dzdydx

انتگرالͽیری ناحیه ی است ممͺن مثلا́ باشد. برقرار متغیرها جابه جائͬ ͷی با است ممͺن شد، داده شرح بالا در که وضعیتͬ

باشد: زیر صورت به

c ≤ y ≤ d g١(y) ≤ x ≤ g٢(y) u١(x, y) ≤ z ≤ u٢(x, y)

زیر: صورت به یا

r ≤ z ≤ s g١(z) ≤ x ≤ g٢(z) u١(x, z) ≤ y ≤ u٢(x, z)

انتگرالهای محاسبه ی در فراگرفته ایم دوگانه انتگرالͽیری درباره ی آنچه همه ی کنید. ترسیم و بررسͬ شما را ممͺن نواحͬ سایر

ͬ آید: م کارمان به سه گانه

٢١٢



صفحه ی و y = x٢ + z٢ ͬ وارِ سهم به محدود ناحیه ی E آن در که کنید محاسبه را
∫∫∫

E

√
x٢ + z٢dv .٢٣٨ مثال

است. y = ۴

پاسخ.

ͬ نویسیم: م زیر صورت به کنیم محاسبه باید که را انتگرالͬ ابتدا

∫∫
D

(∫ ۴

x٢+z٢

√
x٢ + z٢dy

)
dxdz =

∫∫
D

(
y
√
x٢ + z٢|۴x٢+z٢

)
dxdz =

∫∫
D

(
۴
√
x٢ + z٢ − (x٢ + z٢)

√
x٢ + z٢

)
dxdz

ͬ کنیم: م حل زیر صورت به را آن که مواجهیم دوگانه انتگرال ͷی با بعد به اینجا از ∫پس ٢π

٠

∫ ٢

٠

(
۴r − r٣)rdrdθ = ٢π

∫ ٢

٠

(
۴r٢ − r۴)dr =

٢π(۴
٣
r٣ − r۵

۵
)٢

٠ =
١٢٨
١۵

π.

بنویسید.
∫∫∫

f(x, y, z)dxdzdy صورت به را
∫ ١

٠

∫ x٢

٠

∫ y

٠ f(x, y, z)dzdydx انتگرال .٧٠ تمرین

احجام محاسبه ی ولͬ کردیم ارائه دوگانه انتگرال از استفاده با حجم محاسبه ی برای روشͬ پیشین درسهای در .٢٣٩ توجه

است. راحت تر غالباً سه گانه انتگرال از استفاده با

ͬ شود. م محاسبه زیر فرمول با E بˀعدی سه ناحیه ی حجم

v =

∫∫∫
E

dv

٢١٣



کنید. محاسبه را z = ٩ و z = −٩ صفحات و y٢ = x و y٢ = ۴ − ٣x استوانه ی به محدود ناحیه ی حجم .٢۴٠ مثال

با است برابر نظر مورد حجم پاسخ.

∫∫
D

(∫ ٩

−٩
dz

)
dA =

∫∫
D

١٨dA = ١٨
∫ ١

−١

∫ ۴−y٢
٣

y٢
dxdy =

١٨
∫ ١

−١

(۴ − y٢

٣
− y٢

)
dy = . . . شما عهده ی به پایانͬ محاسبه ی

استوانه ای مختصات ٣٢ . ٢

را کار استوانه ای متغیر تغییر دارند، استوانه ای حالت محور، ͷی حول که احجامͬ برای سه گانه انتگرالهای محاسبه ی برای

ͬ کند: م آسانتر

٢١۴



(x, y, z) ∼= (r, θ, z)

x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

dv = dxdydz ≈ rdrdθdz کنید دقت r وجود به

کنید. مشخص استوانه ای مختصات در را (٢, ٢π
٣ , ٣) نقطه ی .٢۴١ مثال

پاسخ.

٢١۵



کنید. رسم را z = r رویه ی .٢۴٢ مثال

پاسخ.

کنید. رسم را r = ٢ رویه ی .٢۴٣ مثال

پاسخ.

واقع z = ١ − x٢ − y٢ ͬ وار سهم بالای و z = ۴ صفحه ی زیر و x٢ + y٢ = ١ استوانه ی داخل E جسم .٢۴۴ مثال

دارد. استوانه مرکزی محور تا نقطه آن فاصله ی با را زیر خطͬ رابطه ی نقطه هر در جسم این چͽالͬ است. شده

f(x, y, z) = K︸︷︷︸
ثابت

r

بیابید. را جسم جرم

پاسخ.

٢١۶



∫∫∫
E

Krdv =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠

∫ ۴

١−r٢

(
Kr
)
rdzdrdθ =

K

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
r٣)٢ + r٢)drdθ = ٢πK

∫ ١

٠
(٣r٢ + r۴)dr =

١٢
۵
πK

کنید. حل را تمرینها جزوه ی ٣٠ صفحه ی در ٣٨ ،٣٧ تمرین تمرینهای

٢١٧



کروی مختصات در انتگرالͽیری چهارشنبه، سوم، و سͬ جلسه ی نیم ٣٣

ͬ توان م هم مساحت محاسبه ی برای است. ابهام ͷی رفع به نیاز کنیم، آغاز را کروی مختصات درباره ی درس آنکه از پیش

سه گانه انتگرال از هم و دوگانه انتگرال از ͬ توان م هم نیز حجم محاسبه ی برای کرد. استفاده دوگانه هم و یͽانه انتگرال از

کرد: استفاده زیر صورتهای به

محصور ناحیه ی مساحت ٣٣ . ٠ . ١

یͽانه: انتگرال از استفاده ∫با b

a

∣∣g٢(x)− g١(x)
∣∣dx

دوگانه: انتگرال از استفاده ∫∫با
A

dA =

∫ b

a

∫ g٢(x)

g١(x)

dA =

∫ b

a

(
g٢(x)− g١(x)

)
dx

٢١٨



محصور ناحیه ی حجم ٣٣ . ٠ . ٢

دوگانه: انتگرال از استفاده ∫∫با
D

(
u٢(x, y)− u١(x, y)

)
dA

سه گانه: انتگرال از استفاده ∫∫∫با
E

dv =

∫∫
D

(∫ u٢(x,y)

u١(x,y)

dz

)
dA =

∫∫
D

(
u٢(x, y)− u١(x, y)

)
dA

کردیم: بررسͬ را استوانه ای مختصات از استفاده با انتگرالͽیری قبل جلسه ی ∫∫∫در
E

□dxdydz =

∫∫∫
E

□rdrdθdz

ببریم: پایان به مثالͬ با را بحث این بͽذارید

.٢۴۵ ∫مثال ٢

−٢

∫ √
۴−x٢

−
√

۴−x٢

∫ ٢

√
x٢+y٢

(x٢ + y٢)dzdydx

٢١٩



ͬ گذاریم: م شما عهده ی به را آن محاسبه ی کنیم. محاسبه را زیر انتگرال است کافͬ فوق انتگرال محاسبه ی ∫برای ٢π

٠

∫ ٢

٠

∫ ٢

r

(r٢)rdzdrdθ = . . .

ک͒روی مختصات ٣٣ . ١

صورت به کروی دستگاه در را دکارتͬ دستگاه در (x, y, z) نقطه ی مختصات . ρ با است برابر مبدأ تا P نقطه ی فاصله ی

قسمت هشت تمام ͬ توان م ρ ⩾ ٠ و ٠ ⩽ ϕ ⩽ π ،٠ ⩽ θ ⩽ ٢π که (ρ, θ, ϕ) مختصات با ͬ دهیم. م نشان (ρ, θ, ϕ)

داد. پوشش را بˀعدی سه مختصات دستگاه

r =
√
x٢ + y٢ = ρ sinϕ

x = r cos θ = ρ sinϕ cos θ

y = r sin θ = ρ sinϕ sin θ

z = ρ cosϕ

ρ =
√
r٢ + z٢ =

√
x٢ + y٢ + z٢

است: زیر صورت به ک͒روی دستگاه در x٢ + y٢ + z٢ = c٢ ک͒ره معادله ی

ρ = c

٢٢٠



شده اند. کشیده کروی دستگاه از استفاده با شͺل چند زیر در

θ = c

٠ < ϕ <
π

۴

٣π
۴

< ϕ < π

زیرند: صورت به کروی مختصات در انتگرال محاسبه ی برای لازم متغیر ∫∫∫تغییرات
E

f(x, y, z)dv

dv = dxdydz = ρ٢ sinϕdρdϕdθ

٢٢١



∫∫∫
E

f(x, y, z)dv =

∫∫∫
E

f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)ρ٢ sinϕdρdϕdθ

کنید محاسبه را زیر انتگرال .٢۴۶ ∫∫∫مثال
B

e(x
٢+y٢+z٢)

٣
٢ dv

آن: در که

B = {(x, y, z)|x٢ + y٢ + z٢ ⩽ ١}.

پاسخ.

٠ ⩽ θ ⩽ ٢π

٠ ⩽ ρ ⩽ ١

٠ ⩽ ϕ ⩽ π∫ π

٠

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
eρ

٣
ρ٢ sinϕdρdθdϕ∫ ١

٠
eρ

٣
ρ٢ sinϕdρ = sinϕ

eρ
٣

٣
|١٠ =

sinϕ

٣
(e− ١)∫ ٢π

٠

sinϕ

٣
(e− ١)dθ =

٢π
٣

sinϕ(e− ١)∫ π

٠

٢π
٣

sinϕ(e− ١)dϕ =
٢π
٣
(e− ١)(− cosϕ)|π٠

آنگاه باشد، داشته بستگͬ متغیر ͷی به تنها تابعͬ هر و باشد مشخص انتگرالها حدود اگر .٢۴٧ ∫توجه b

a

∫ d

c

∫ s

r

f(x)g(y)h(z)dzdydx =

∫ s

r

h(z)dz ×
∫ d

c

g(y)dy ×
∫ b

a

f(x)dx

کنید. حل را تمرینها جزوه ی ٣٠ صفحه ی ۴١ تا ٣٨ تمرینهای .٧١ تمرین

٢٢٢



ک͒روی مختصات ادامه ی ٣٣ . ٢

است. شده واقع x٢ + y٢ + z٢ = z ک͒ره ی زیر و z =
√
x٢ + y٢ مخروط بالای که بیابید را جسمͬ حجم .٢۴٨ مثال

پاسخ.

x٢ + y٢ + z٢ = z ⇒ x٢ + y٢ + z٢ − z = ٠

.٢۴٩ یادآوری

z٢ + az = (z +
a

٢
)٢ − a٢

۴

x٢ + y٢ + (z − ١
٢
)٢ =

١
۴

با است برابر کره و مخروط بین ناحیه ی ∫∫∫حجم
E

dv

E =


√
x٢ + y٢ ⩽ z ⩽ ک͒ره

(x, y) ∈ D ناحیه ی

tanϕ =
١
٢
١
٢
= ١ ⇒ ϕ =

π

۴

ͬ کنیم: م پیدا زیر صورت به کروی مختصات در را کره معادله ی

x٢ + y٢ + z٢ = z ⇒ ρ٢ = ρ cosϕ ⇒ ρ = cosϕ

٢٢٣



است: زیر صورت به کروی مختصات در ما نظر مورد ∫انتگرال ٢π

٠

∫ π
۴

٠

∫ cosϕ

٠
ρ٢ sinϕdρdϕdθ∫ cosϕ

٠
ρ٢ sinϕdρ = sinϕ

ρ٣

٣
|cosϕ٠ =

sinϕ cos٣ ϕ

٣∫ π
۴

٠

sinϕ cos٣ ϕ

٣
dϕ =

− cos۴ ϕ

۴ × ٣
|
π
۴٠ = − ١

١٢
+ ١∫ ٢π

٠
(− ١

١٢
+ ١)dθ = ٢π(− ١

١٢
+ ١)

کنید. حل مͺعبی و استوانه ای دستگاه های در را بالا مثال کنید سعͬ .٧٢ تمرین

و x٢ + y٢ + z٢ = ١ ک͒ره ی دو بین ناحیه ی که آن در که کنید محاسبه را
∫∫∫

T
١√

(x٢+y٢+z٢)٣
dv انتگرال .٢۵٠ مثال

است. x٢ + y٢ + z٢ = e

٠ ⩽ θ ⩽ ٢π

٠ ⩽ ϕ ⩽ π

١ ⩽ ρ ⩽
√
e

بیابید. را x٢ + y٢ + z٢ = ۴ و x٢ + y٢ + z٢ = z ک͒ره های بین محدود ناحیه ی حجم .٧٣ تمرین

٢٢۴



خطͬ مسیرهای روی برداری میدان های از انتگرالͽیری ٣٣ . ٣

از چͽونه که آموختیم قبل فصل در ͬ گویند. م عددی توابع آنها به که بودند ،f : R٣ → R مانند توابعͬ قبل، فصل توابع

کنیم. انتگرالͽیری مختلف نواحͬ در عددی توابع

کنید. مرور آموخته ایم اینجا تا که را انتگرالͽیری هائͯ انواع شͺل، کشیدن با صفحه، ͷی در .٧۴ تمرین

هدف دارند. بی شماری کاربردهای ͷفیزی در که شویم آشنا انتگرالͽیری از دیͽر نوع چند با است قرار درس ادامه ی در

است: زیر مفاهیم با شدن آشنا درس، ادامه ی در ما

رویه روی و (منحنͬ) خط روی عددی توابع انتگرال .١

رویه روی و خط روی برداری توابع از انتگرالͽیری .٢

سه گانه و دوگانه انتگرال با بالا انتگرالهای رابطه ی .٣

ͬ کنیم. م شروع برداری میدانهای مفهوم معرفͬ با را بحث

برداری میدان های ۴ . ٣٣

:R٢ به R٢ از است تابعͬ R٢ روی برداری میدان ͷی از منظور

F : R٢ → R

است: شده تشͺیل عددی تابع دو از بالا، مانند برداری تابع ͷی که کنید دقت

F (x, y) =
(
h(x, y), k(x, y)

)
(x, y) نقطه ی هر از شروع با که بدین صورت ͬ کشیم م همزمان صورت به دستگاه ͷی در را توابع این بردِ و دامنه معمولا˟

ͬ کنیم. م رسم را F (x, y) بردارِ

زیر: تابع مانند است تابعͬ R٣ روی برداری میدان ͷی از منظور مشابه طور به

F : R٣ → R٣

٢٢۵



(x, y, z) 7→
(
h(x, y, z), k(x, y, z), l(x, y, z)

)

هستند: برداری میدانهای از مثالهایی مغناطیسͬ و جاذبه میدانهای لوله، ͷی درون در مایع ͷی سرعت میدان

کنید. رسم را F (x, y) = −y
−→
i + x

−→
j برداری تابع .٢۵١ مثال

پاسخ.

F : R٢ → R٢

٢٢۶



(١, ٠) → (٠, ١)

(٠, ١) → (−١, ٠)

(−١, ٠) → (١−,٠) و (١−,٠) → (١, ٠)

ͬ شود. م حاصل زیر شͺل نهایت در دهیم ادامه دیͽر نقاط برای ترتیب همین به و

٢٢٧



آنگاه باشد، (x, y) نقطه ی مͺان بردار −→r (x, y) اگر دقیقتر طور به

(x, y) · (−y, x) = −xy + xy = ٠ ⇒ −→r (x, y)⊥
−→
F (x, y)

ͬ شود. م ایجاد دوایر بر مماس بردارهای از بدینسان و است عمود مͺان بردار بر همواره نظر مورد برداری میدان یعنͬ

کنید. رسم را F (x, y, z) = z
−→
k برداری میدان .٢۵٢ مثال

پاسخ.

کنید. رسم رایانه ای نرم افزارهای از استفاده با را F (x, y, z) = y
−→
i − z

−→
j + x

−→
k برداری میدان .٢۵٣ مثال

پاسخ.

٢٢٨



آنگاه باشد عددی تابع ͷی f : R٢ → R اگر .٢۵۴ مثال

∇F : R٢ → R٢

(x, y) 7→
(
fx(x, y), fy(x, y)

)
آنگاه باشد عددی تابع ͷی f : R٣ → R اگر همچنین است. برداری میدان ͷی

∇f : R٣ → R٣

(x, y, z) 7→
(
fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)

)
است. برداری میدان ͷی

کنید. رسم را ∇f برداری میدان .f(x, y) = y٢ − x٢ کنید فرض .٢۵۵ مثال

پاسخ.

∇f : R٢ → R٢

(x, y) 7→ (−٢x, ٢y)

است: تابع افزایش جهت در و است عمود تراز ͬ های منحن بر گرادیان مبدان که گفته ایم قبلا

٢٢٩



هستند: عددی توابع گرادیان با برابر برداری، میدانهای برخͬ

f : تابع هرگاه ͬ خوانیم م پایستار را F میدان باشد. R٣ روی دلخواه برداری میدان ͷی F کنید فرض .٢۵۶ تعریف

که طوری به باشد موجود R٣ → R

F = ∇f

↓ ↓

R٣ → R٣ R٣ → R٣

f : R٣ → R

ͬ شوند. م تعریف مشابه طور به نیز بعدی دو فضای روی پایستار میدانهای

داده میدان ͷی که داد تشخیص ͬ توان م راحتͬ به آنها از استفاده با که کرد خواهیم معرفͬ روشهایی آینده درسهای در

مستقلند. مسیر از پایستار، میدانهای انتگرالهای که دید خواهیم همچنین خیر. یا است پایستار شده

گشت. بازخواهیم آن به زودی به ولͬ ͬ کنیم م رها فعلا́ را برداری میدانهای بحث

عددی توابع از خطͬ انتگرالͽیری ۵ . ٣٣

باشد. R به R٢ از عددی تابعͬ f(x, y) کنید فرض

f : R٢ → R

.∀t |−→r ′(t)| ̸= ٠ و باشد r→−پیوسته ′(t) که است این هموار از منظور R٢باشد. در هموار خم ͷیC : −→r (t) کنید فرض

ͬ شود. م طͬ توقفͬ هیچ بی خم یعنͬ ͬ شود، نم صفر سرعت خم، مسیر پیمودن حین در که است معنͬ بدین مشتق نبودن صفر

−→r (t) =
(
x(t), y(t)

)

شد: خواهیم آشنا زیر انتگرال با و گرفت فراخواهیم را C خم مسیر روی f تابع از انتگرالͽیری روش آینده جلسه ی ∫در
c

f(x, y)ds

٢٣٠



٢٣١



چهارم و سͬ جلسه ی ٣۴

ک͒روی مختصات ادامه ی ٣ . ١۴

است. شده واقع x٢ + y٢ + z٢ = z ک͒ره ی زیر و z =
√
x٢ + y٢ مخروط بالای که بیابید را جسمͬ حجم .٢۵٧ مثال

پاسخ.

x٢ + y٢ + z٢ = z ⇒ x٢ + y٢ + z٢ − z = ٠

.٢۵٨ یادآوری

z٢ + az = (z +
a

٢
)٢ − a٢

۴

x٢ + y٢ + (z − ١
٢
)٢ =

١
۴

با است برابر کره و مخروط بین ناحیه ی ∫∫∫حجم
E

dv

E =


√
x٢ + y٢ ⩽ z ⩽ ک͒ره

(x, y) ∈ D ناحیه ی

tanϕ =
١
٢
١
٢
= ١ ⇒ ϕ =

π

۴

ͬ کنیم: م پیدا زیر صورت به کروی مختصات در را کره معادله ی

x٢ + y٢ + z٢ = z ⇒ ρ٢ = ρ cosϕ ⇒ ρ = cosϕ

٢٣٢



است: زیر صورت به کروی مختصات در ما نظر مورد ∫انتگرال ٢π

٠

∫ π
۴

٠

∫ cosϕ

٠
ρ٢ sinϕdρdϕdθ∫ cosϕ

٠
ρ٢ sinϕdρ = sinϕ

ρ٣

٣
|cosϕ٠ =

sinϕ cos٣ ϕ

٣∫ π
۴

٠

sinϕ cos٣ ϕ

٣
dϕ =

− cos۴ ϕ

۴ × ٣
|
π
۴٠ = − ١

١٢
(
١
۴
− ١) = ١

١۶
.∫ ٢π

٠
(

١
١۶

)dθ =
π

٨
.

کنید. حل مͺعبی و استوانه ای دستگاه های در را بالا مثال کنید سعͬ .٧۵ تمرین

و x٢ + y٢ + z٢ = ١ ک͒ره ی دو بین ناحیه ی T آن در که کنید محاسبه را
∫∫∫

T
١√

(x٢+y٢+z٢)٣
dv انتگرال .٢۵٩ مثال

است. x٢ + y٢ + z٢ = e

٠ ⩽ θ ⩽ ٢π

٠ ⩽ ϕ ⩽ π

١ ⩽ ρ ⩽
√
e

بیابید. را x٢ + y٢ + z٢ = ۴ و x٢ + y٢ + z٢ = z ک͒ره های بین محدود ناحیه ی حجم .٧۶ تمرین

٢٣٣



خطͬ مسیرهای روی برداری میدان های از انتگرالͽیری ٣ . ٢۴

از چͽونه که آموختیم قبل فصل در ͬ گویند. م عددی توابع آنها به که بودند ،f : R٣ → R مانند توابعͬ قبل، فصل توابع

کنیم. انتگرالͽیری مختلف نواحͬ در عددی توابع

کنید. مرور آموخته ایم اینجا تا که را انتگرالͽیری هائͯ انواع شͺل، کشیدن با صفحه، ͷی در .٧٧ تمرین

هدف دارند. بی شماری کاربردهای ͷفیزی در که شویم آشنا انتگرالͽیری از دیͽر نوع چند با است قرار درس ادامه ی در

است: زیر مفاهیم با شدن آشنا درس، ادامه ی در ما

رویه روی و (منحنͬ) خط روی عددی توابع انتگرال .١

رویه روی و خط روی برداری توابع از انتگرالͽیری .٢

سه گانه و دوگانه انتگرال با بالا انتگرالهای رابطه ی .٣

ͬ کنیم. م شروع برداری میدانهای مفهوم معرفͬ با را بحث

برداری میدان های ٣ . ٣۴

:R٢ به R٢ از است تابعͬ R٢ روی برداری میدان ͷی از منظور

F : R٢ → R٢

است: شده تشͺیل عددی تابع دو از بالا، مانند برداری تابع ͷی که کنید دقت

F (x, y) =
(
h(x, y), k(x, y)

)
(x, y) نقطه ی هر از شروع با که بدین صورت ͬ کشیم م همزمان صورت به دستگاه ͷی در را توابع این بردِ و دامنه معمولا˟

ͬ کنیم. م رسم را F (x, y) بردارِ

زیر: تابع مانند است تابعͬ R٣ روی برداری میدان ͷی از منظور مشابه طور به

F : R٣ → R٣

٢٣۴



(x, y, z) 7→
(
h(x, y, z), k(x, y, z), l(x, y, z)

)

هستند: برداری میدانهای از مثالهایی مغناطیسͬ و جاذبه میدانهای لوله، ͷی درون در مایع ͷی سرعت میدان

کنید. رسم را F (x, y) = −y
−→
i + x

−→
j برداری تابع .٢۶٠ مثال

پاسخ.

F : R٢ → R٢

٢٣۵



(١, ٠) → (٠, ١)

(٠, ١) → (−١, ٠)

(−١, ٠) → (١−,٠) و (١−,٠) → (١, ٠)

ͬ شود. م حاصل زیر شͺل نهایت در دهیم ادامه دیͽر نقاط برای ترتیب همین به و

٢٣۶



آنگاه باشد، (x, y) نقطه ی مͺان بردار −→r (x, y) اگر دقیقتر طور به

(x, y) · (−y, x) = −xy + xy = ٠ ⇒ −→r (x, y)⊥
−→
F (x, y)

ͬ شود. م ایجاد دوایر بر مماس بردارهای از بدینسان و است عمود مͺان بردار بر همواره نظر مورد برداری میدان یعنͬ

کنید. رسم را F (x, y, z) = z
−→
k برداری میدان .٢۶١ مثال

پاسخ.

کنید. رسم رایانه ای نرم افزارهای از استفاده با را F (x, y, z) = y
−→
i − z

−→
j + x

−→
k برداری میدان .٢۶٢ مثال

پاسخ.
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آنگاه باشد عددی تابع ͷی f : R٢ → R اگر .٢۶٣ مثال

∇F : R٢ → R٢

(x, y) 7→
(
fx(x, y), fy(x, y)

)
آنگاه باشد عددی تابع ͷی f : R٣ → R اگر همچنین است. برداری میدان ͷی

∇f : R٣ → R٣

(x, y, z) 7→
(
fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)

)
است. برداری میدان ͷی

کنید. رسم را ∇f برداری میدان .f(x, y) = y٢ − x٢ کنید فرض .٢۶۴ مثال

پاسخ.

∇f : R٢ → R٢

(x, y) 7→ (−٢x, ٢y)

است: تابع افزایش جهت در و است عمود تراز ͬ های منحن بر گرادیان مبدان که گفته ایم قبلا
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هستند: عددی توابع گرادیان با برابر برداری، میدانهای برخͬ

f : تابع هرگاه ͬ خوانیم م پایستار را F میدان باشد. R٣ روی دلخواه برداری میدان ͷی F کنید فرض .٢۶۵ تعریف

که طوری به باشد موجود R٣ → R

F = ∇f

↓ ↓

R٣ → R٣ R٣ → R٣

f : R٣ → R

ͬ شوند. م تعریف مشابه طور به نیز بعدی دو فضای روی پایستار میدانهای

داده میدان ͷی که داد تشخیص ͬ توان م راحتͬ به آنها از استفاده با که کرد خواهیم معرفͬ روشهایی آینده درسهای در

مستقلند. مسیر از پایستار، میدانهای انتگرالهای که دید خواهیم همچنین خیر. یا است پایستار شده

گشت. بازخواهیم آن به زودی به ولͬ ͬ کنیم م رها فعلا́ را برداری میدانهای بحث

عددی توابع از خطͬ انتگرالͽیری ۴ . ٣۴

باشد. R به R٢ از عددی تابعͬ f(x, y) کنید فرض

f : R٢ → R

.∀t |−→r ′(t)| ̸= ٠ و باشد r→−پیوسته ′(t) که است این هموار از منظور R٢باشد. در هموار خم ͷیC : −→r (t) کنید فرض

ͬ شود. م طͬ توقفͬ هیچ بی خم یعنͬ ͬ شود، نم صفر سرعت خم، مسیر پیمودن حین در که است معنͬ بدین مشتق نبودن صفر

−→r (t) =
(
x(t), y(t)

)

شد: خواهیم آشنا زیر انتگرال با و گرفت فراخواهیم را C خم مسیر روی f تابع از انتگرالͽیری روش آینده جلسه ی ∫در
c

f(x, y)ds
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ͬ وپنجم س جلسه ی ٣۵

کنیم. صحبت زیر) توابع (مانند برداری میدانهای درباره ی قبل جلسه ی در

F : R٢ → R٢

G : R٣ → R٣

که باشد موجود f : R٢ → R عددی تابع هرگاه ͬ خوانیم م پایستار را F : R٢ → R٢ برداری میدان ͷی که گفتیم

F = ∇f = (fx, fy)

دهیم. تشخیص را برداری میدان ͷی بودن پایستار ͬ توانیم م آن وسیله ی به که کرد خواهیم معرفͬ ͬͺمح آینده درسهای در

ͬ پردازیم. م عددی توابع به و ͬ کنیم م رها را برداری توابع بحث فعلا́ داریم. مقدماتͬ به نیاز آن از پیش

عددی توابع از خطͬ انتگرالͽیری ٣ . ١۵

برداری معادله ی با که باشد R٢ در هموار خم ͷی c کنید فرض

−→r (t) a ⩽ t ⩽ b

که ͬ کنیم م فرض باشد. شده داده

∀t ∈ [a, b] r′(t) ̸= ٠

باشد. پیوسته −→r ′(t) و

.(−٢ ⩽ x ⩽ ٢) دهید. نمایش خم ͷی صورت به را y = x٢ منحنͬ .٢۶۶ مثال

پاسخ.
−→r (t) = (t, t٢) − ٢ ⩽ t ⩽ ٢
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کنید. رسم را −→r (t) = (cos t, sin t) ٠ ⩽ t ⩽ ٢π خم̧ .٢۶٧ مثال

پاسخ.

x٢ + y٢ = cost +sin٢ t = ١

کند. وصل B نقطه ی به را A نقطه ی که بنویسید را پاره خطͬ برداری معادله ی .٢۶٨ مثال

باشد. r١ مͺان بردار دارای B نقطه ی و r٠ مͺانِ بردار دارای A نقطه ی کنید فرض

−→r (t) = −→r ٠ + (−→r ١ −−→r ٠)t ٠ ⩽ t ⩽ ١
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دیͽر: بیان به
−→r (t) = t−→r ١ + (١ − t)−→r ٠ ٠ ⩽ t ⩽ ١

کنید. رسم رایانه ای) نرم افزارهای از استفاده (با را زیر خم های .٢۶٩ مثال

(cos t, ٢ sin t) .١

(et, cos t) .٢

کرده ایم: رسم نمونه عنوان به را دومͬ زیر در

باشد. عددی تابع ͷی f : R٢ → R کنید فرض

تعریفِ .٢٧٠ ∫هدف
c

fds

ͬ دهیم: م تشͺیل را زیر حد و ͬ کنیم م انتخاب نقطه ͷی قطعه هر از و ͬ کنیم م تقسیم ∆s طول به قطعاتͬ به را نظر مورد خم

lim
∆s→٠

∑
f(x, y)∆s

ͬ نویسیم: م باشد موجود بالا حد ∫اگر
c

f(x, y)ds = lim
∆s→٠

∑
f(x, y)∆s

با است برابر خم طول .٢٧١ ∫توجه
c

ds
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ds محاسبه ی

زد. تخمین ͬ کند م وصل هم به را ds سرِ دو که پاره خطͬ طول با ͬ توان م باشند، زیاد قطعات تعداد وقتͬ را ds اندازه ی

پس:

ds =
√

(dx)٢ + (dy)٢

پس است. شده داده −→r (t) = (x(t), y(t)) برداری معادله ی توسط ما نظر مورد منحنͬ

dx = x′(t)dt dy = y′(t)dt

داریم: پس

ds = |−→r ′(t)|dt

آن در که
−→r ′(t) =

(
x′(t), y′(t)

)
و

|−→r ′(t)| =
√(

x′(t)
)٢

+
(
y′(t)

)٢

کنیم: خلاصه تعریف ͷی در را چیز همه  ͬ توانیم م حال

و باشد شده داده −→r (t) =
(
x(t), y(t)

)
a ⩽ t ⩽ b برداری معادله ی توسط c خم̧ کنید فرض .٢٧٢ تعریف

داریم باشد. عددی تابعͬ f : R٢ → R∫
c

f(x, y)ds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f(−→r (t))|−→r ′(t)|dt

با است برابر −→r (t) a ⩽ t ⩽ b معادله ی به خم طول .٢٧٣ ∫توجه
c

ds =

∫ b

a

|−→r ′(t)|dt

تابع مقادیر به ما خطͬ انتگرالͽیری در ولͬ باشد R٢ تمام̧ ͬ تواند م f : R٢ → R٢ تابع̧ ͷی دامنه ی که کنید دقت

داریم. توجه است شده واقع تابع دامنه ی در که منحنͬ ͷی روی
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هندسͬ. توجیه

دو به زیر در را دایره ͷی مثال برای کرد. بندی پارامتر مختلفͬ گونه های به بتوان شاید را مشخص خم ͷی .٢٧۴ توجه

کرده ایم. پارامتربندی صورت

c : −→r (t) = (cos t, sin t) ٠ ⩽ t ⩽ ٢π

c :
−→
h (t) = (cos ٢t, sin ٢t) ٠ ⩽ t ⩽ π

ندارد: بستگͬ خم بندی پارامتر نوع به عددی تابع ͷی از انتگرال ∫حاصل
c

f(x, y)ds =

∫ ٢π

٠
f
(−→r (t))|−→r ′(t)|dt =

∫ π

٠
f
(−→
h (t)

)
|
−→
h ′(t)|dt

ͬ شود. م پیموده سریعتر خم دومͬ در که است این بالا پارامتربندی دو فرق که کنید دقت

است. آن پارامتربندی نوع از مستقل نیز خم طول .٢٧۵ توجه

ندارد: بستگͬ خم جهت به خم ͷی روی عددی تابع ͷی انتگرال .٢٧۶ توجه

c : −→r (t)

−c :
−→
h (t)∫

c

f(x, y)ds =

∫
−c

f(x, y)ds
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برداری معادله ی با هموار خم ͷی c و باشد عددی تابع ͷی f : R٣ → R کنید فرض بˀعدی). (سه ٢٧٧ تعمیم

−→r (t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
a ⩽ t ⩽ b

آنگاه ∫باشد
c

f(x, y)ds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f
(−→r (t))|−→r ′(t)|dt

ds = |−→r ′(t)|dt =
√(

x′(t)
)٢

+
(
y′(t)

)٢
+
(
z′(t)

)٢
dt

است. x٢ + y٢ = ١ دایره ی بالائͬ نیمه ی c آن در که کنید محاسبه را
∫
c
(٢ + x٢y)ds .٢٧٨ مثال

پاسخ.

c : −→r (t) =
(
cos t, sin t

)
٠ ⩽ t ⩽ π

−→r ′(t) =
(
− sin t, cos t

)
|−→r ′(t)| =

√
sin٢ t+ cos٢ t = ١∫

c

f(x, y)ds =

∫ π

٠
(٢ + cos٢ t sin t)× ١dt = ٢π +

∫ π

٠
cos٢ t︸ ︷︷ ︸

u

sin tdt︸ ︷︷ ︸
−du

= ٢π +
− cos٣ t

٣
|π٠ =

٢π − (−١
٣
− ١

٣
) = ٢π +

٢
٣

است (١, ١) نقطه ی تا (٠, ٠) نقطه ی از y = x٢ سهمͬ c١ و c = c١ ∪ c٢ آن در که کنید حساب را
∫
c

٢xds .٧٨ تمرین

است. (١, ٢) تا (١, ١) از عمودی خطͬ c٢ و
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پاسخ.

c١ : −→r ١(t) = (t, t٢) ٠ ⩽ t ⩽ ١

c٢ : −→r ٢(t) = (١, t) ١ ⩽ t ⩽ ٢

−→r ′
١(t) = (١, ٢t) ⇒ |−→r ′

١(t)| =
√

١ + ۴t٢

−→r ′
٢(t) = (٠, ١) ⇒ |−→r ′

٢(t)| =
√

٠ + ١ = ١

آنگاه باشد c١, . . . , cn هموار خم های از اجتماعͬ c اگر .٢٧٩ ∫توجه
c

f(x, y)ds =

∫
c١

f(x, y)ds+ . . .+

∫
c٢

f(x, y)ds

∫
c١

٢xds =
∫ ١

٠
٢t(

√
١ + ۴t٢)dt

u = ١ + ۴t٢ ⇒ du = ٨tdt ⇒ du

٨
= tdt∫ ١

٠
٢t(

√
١ + ۴t٢)dt = ٢

∫ ۵

١

√
u
du

٨
=

١
۴
u

٣
٢

٢
٣
|۵١ = . . .∫

c٢

٢xds =
∫ ٢

١
dt = ٢ − ١ = ١∫

c

f(x, y)ds =

∫
c١

f(x, y)ds+

∫
c٢

f(x, y)ds

خم به وابسته دیͽر انتگرال چند ٣ . ١ . ١۵

ds و ͬ شدند م محاسبه خم روی تابع مقادیر که کنید دقت شدیم. آشنا خم ͷی روی عددی تابع ͷی انتگرالͽیری با اینجا تا

کرده ایم. معرفͬ را دیͽر انتگرال نوع چند زیر در ͬ شد. م نوشته انتگرال پایان در
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محاسبه ی برای .٢٨٠ ∫تعریف
c

f(x, y)dx

خم روی

c : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b

درآن که
−→r (t) =

(
x(t), y(t)

)
ͬ کنیم: م عمل زیر صورت ∫به

c

f(x, y)dx =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt

مشابه طور ∫به
c

f(x, y)dy =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
y′(t)dt

داد. تعمیم ͬ توان م را فوق مطالب هم f : R٣ → R توابع ∫برای
c

f(x, y, z)ds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f(−→r (t))|−→r ′(t)|dt

∫
c

f(x, y, z)dx =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
x′(t)dt∫

c

f(x, y, z)dy =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
y′(t)dt∫

c

f(x, y, z)dz =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
z′(t)dt

که کنید دقت شدیم. آشنا
∫
c
fds,

∫
c
fdx,

∫
c
fdy انتگرالهای با امروز درس در ∫خلاصه:

c

fds =

∫
−c

fds

∫ولͬ
c

fdx = −
∫
−c

fdx

∫و
c

fdy = −
∫
−c

fdy

کرد. محاسبه ͬ توان م چͽونه را بالا انتگرالهای باشد r(t) پارامتریِ معادله ی ͷی دارای c منحن̞ͬ اگر که دیدیم همچنین
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چهارشنبه ششم، و سͬ جلسه ی نیم ٣۶

x = ۴ − y٢ سهمͬ و (٠, ٢) تا (−۵,−٣) از خط پاره اجتماع c آن در که کنید محاسبه را
∫
c
y٢dx+ xdy .٧٩ تمرین

است. (٠, ٢) تا (−۵,−٣) از

ندارد: بستگͬ خم جهت به خم، ͷی روی عددی تابع ͷی انتگرال .٢٨١ ∫توجه
c

f
(−→r (t))ds = ∫

−c

f
(−→r (t))ds

نیست. مستقل منحنͬ جهت از زیر انتگرال اما است. مستقل منحنͬ جهت از بالا انتگرال ∫یعنͬ
c

fdx = −
∫
−c

fdx

است. برقرار هم dz و dy به شونده ختم انتگرالهای برای گفته همین

جهت به dx دومͬ، در اما است، مثبت همواره که ͬ شوند م ضرب ds در تابع مقادیر اول انتگرال در که است این علت

دقیقتر: بیان به دارد. بستگͬ

c : −→r (t) : a ⩽ t ⩽ b

f(x, y) : R٢ → R∫
c

fds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt∫

−c

fds =

∫ a

b

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt∫

c

f
(
x, y
)
dx =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt∫

−c

f
(
x, y
)
dx =

∫ a

b

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt = −

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt

آشنا خمها روی برداری توابع از انتگرالͽیری نحوه ی با ادامه در شدیم. آشنا خم روی عددی توابع از انتگرالͽیری با پس

ͬ شویم: م
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برداری توابع از خم) (روی خط روی انتگرالͽیری ٣ . ١۶

جهت در نیروی ضرب حاصل با است برابر کار که ͬ دانیم م باشد. جابجایی بردار T و باشد نیرو بردار ͷی F کنید فرض

جابجائͬ. میزان در حرکت

کار w = |F | cos θ|T | = F · T

جابجائͬ این طͬ شده، انجام کار محاسبه ی هدفمان کند. جابجا c منحنͬ روی را جسمͬ F نیروی میدان که کنید فرض حال

است.

c : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b

شده. انجام کار محاسبه ی .٢٨٢ هدف

ds با باشد برابر قطعه هر در جابجائͬ میزان که ͬ کنیم م فرض و ͬ کنیم م بندی تقسیم ds طولهای با را نظر مورد منحنͬ

شده انجام کار کل محاسبه ی برای است. منحنͬ بر مماس یͺه ی بردارِ T از منظور که ،T با باشد برابر جابجائͬ جهت ولͬ

بزنیم: جمع هم با را ͷکوچ کارهای این تمام ∫باید
c

(F · T︸︷︷︸
مماس یͺه ی بردار

)ds = c منحنͬ مسیر در F میدان توسط شده انجام کار

که کنید توجه نخست کنیم؛ بازنویسͬ منحنͬ پارامتربندی حسب بر را بالا فرمول بیائید حال

مماس یͺه ی Tبردار =
−→r ′(t)

|−→r ′(t)|
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همچنین:

ds = |−→r ′(t)|dt

∫پس:
c

(F · T )ds =
∫ b

a

F · −→r ′(t)

|−→r ′(t)|
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

F · −→r ′(t)dt =

∫ b

a

F · dr

کنید. توجه بالا انتگرال در داخلͬ ضرب علامت به
−→r ′(t) = و F = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j کنید فرض نوشت: نیز زیر گسترده ی صورت به ͬ توان م را بالا فرمول

آنگاه
(
x′(t), y′(t)

)∫ b

a

F · dr =
∫
c

P dx︸︷︷︸
x′(t)dt

+Q dy︸︷︷︸
y′(t)dt

دیده اید. را بالا راست سمت انتگرال محاسبه ی نحوه ی جلسه، همین ابتدای تمرین در

.٢٨٣ خلاصه

برداری Fمیدان =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
cخم : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b∫

c

F · Tds =
∫
c

F · dr =
∫
c

Pdx+Qdy

نیروی میدان توسط شده انجام کار .٢٨۴ مثال

F (x, y) = x٢−→i − xy
−→
j

دایره ی روی را ذره ای که

(cos t, sin t) ٠ ⩽ t ⩽ π

٢
بیابید. ͬ کند، م جابجا

پاسخ.

P (x, y) = x٢

Q(x, y) = −xy
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−→r (t) =
(
x(t), y(t)

)
= (cos t, sin t)

dx = x′(t)dt = − sin tdt

dy = y′(t)dt = cos tdt∫
c

Pdx =

∫
c

x٢dx =

∫ π
٢

٠
cos٢(t)

(
− sin t

)
dt = − cos٣(t)/٣|

π
٢٠ = −١

٣∫
c

Qdy =

∫
c

−xydy =

∫ π
٢

٠
(− cos t)(sin t)(cos t)dt = − cos٣(t)/٣|

π
٢٠ = −١

٣∫
c

F · dr = ٢
٣
.

ͬ کنیم: م عمل مشابه طور به نیز R٣ روی برداری توابع برای .٢٨۵ ∫توجه
c

F.dr =

∫
c

Pdx+Qdy∫
c

F.dr =

∫
c

Pdx+Qdy +Rdz F = (P,Q,R)

که: دیده اید ١ ریاضͬ در .٢٨۶ ∫یادآوری b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

که: ͬ شود م نتیجه بالا فرمول از

c : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b∫
c

∇f · dr =
∫
c

fxdx+ fydy + fzdz = f
(−→r (b))− f

(−→r (a))
= f(خم ͬ −(نقطه ی انتهائ f(خم ͬ (نقطه ی ابتدائ
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ͬ رسیم: م زیر جالب نتیجه ی به پس

انتگرال و دارد بستگͬ c انتهایی و ابتدائͬ نقاط به تنها
∫
c
F · dr آنگاه باشد پایستار برداری میدان ͷی F اگر .٢٨٧ توجه

است. صفر بسته مسیر های روی فوق

انتگرال همچنین دارد). بستگͬ مسیر انتهای و ابتدا به (فقط است مستقل مسیر از پایستار برداری توابع انتگرال

است. صفر با برابر بسته مسیرهای روی پایستار توابع

خیر؟ یا است پایستار شده داده برداری میدان ͷی که دهیم تشخیص ͬ توانیم م کجا از حال

باشد. پایستار برداری میدان ͷی F = (P,Q) کنید فرض

∃ f︸︷︷︸
عددی تابع

P = fx Q = fy

∂P

∂y
= fxy = fyx =

∂Q

∂x

اگر تنها و اگر است پایستار F =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
برداری میدان ١۵ مشخص، شرایطͬ تحت واقع در

∂P

∂y
=

∂Q

∂x

دوگانه انتگرال ͷی از استفاده با را مسیر ͷی روی برداری تابع ͷی انتگرال ͬ توان م گاهͬ که دید خواهیم آینده جلسه ی در

کرد. حساب مسیر آن توسط شده احاطه ناحیه ی روی

باشند. پیوسته اول جزئͬ مشتقات دارای P,Q ناحیه، این در و باشد شده تعریف ساده همبند ناحیه ی ͷی روی نظر مورد برداری ١۵تابع
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گرین قضیه ی ٣ . ٢۶

کرد: خواهیم صحبت گرین قضیه ی درباره ی آینده جلسه ی در

F = (P,Q)

با است برابر c بسته ی مسیر روی ∮انتگرال
c

F · dr =
∫∫

D

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dA
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گرین قضیه ی شنبه، هفتم، و سͬ جلسه ی ٣٧

x = ۴−y٢ سهمͬ و (٠, ٢) تا (−۵,−٣) از خط پاره ͷی شامل c آن در که کنید محاسبه را
∫
c
y٢dx+xdy .٨٠ تمرین

است. (٠, ٢) تا (−۵,−٣) از

∫پاسخ.
c

□ =

∫
c١

□+

∫
c٢

□

−→r ١(t) : (−۵,−٣) + (۵, ۵)t = (−۵ + ۵t︸ ︷︷ ︸
x(t)

,−٣ + ۵t︸ ︷︷ ︸
y(t)

) ٠ ⩽ t ⩽ ١

∫
c١

y٢dx+ xdy =

∫
c١

y٢dx︸ ︷︷ ︸
A

+

∫
c١

xdy︸ ︷︷ ︸
B

x = −۵ + ۵t ⇒ dx = ۵dt

A =

∫
c١

y٢dx =

∫ ١

٠
(−٣ + ۵t)٢۵dt = (−٣ + ۵t)

٣
|١٠ = . . .

B =

∫
c١

xdy =

∫ ١

٠
(−۵ + ۵t)۵dt = . . .

−→r ٢(t) : (۴ − t٢, t)∫
c٢

y٢dx+ xdy =

∫ ٢

−٣
(t٢)(−٢t)dt+ (۴ − t٢)dt = . . .

با است برابر
∫
c
y٢dx+ xdy انتگرال ∫حاصل

c١

y٢dx+ xdy +

∫
c٢

y٢dx+ xdy

ͬ گذارم. م دانشجو عهده ی به را محاسبات انجام و بالا پاسخ تکمیل
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است: زیر برداری صورت دارای قبل سوال ∫انتگرال
c

(

P
↑
y٢,

Q

↑
x) · dr

نیست. پایستار نظر مورد برداری میدان قبل سوال در پس است، پایستار برداری میدان Qx = Py اگر که گفتیم

آنگاه −→r (t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
و باشد برداری میدان ͷی F = (P,Q,R) اگر .٢٨٨ ∫یادآوری

c

F · dr =
∫
c

Pdx+Qdy +Rdz

و F (x, y, z) = xy
−→
i + yz

−→
j + zx

−→
k آن در که کنید حساب را

∫
c
F · dr .٢٨٩ مثال

c = −→r (t) =


x = t

y = t٢

z = t٣

٠ ⩽ t ⩽ ١.

∫پاسخ.
c

F · dr =
∫
c

xydx+ yzdy + zxdx =

∫ ١

٠
(t× t٢)dt+

∫ ١

٠
(t٢ × t٢(٣tdt+

∫ ١

٠
(t٣ × t)٣t٢dt = . . .

است؟ پایستار F (x, y) = (٣ + ٢xy)−→i︸ ︷︷ ︸
P (x)

+(x٢ − ٢y٢)
−→
j︸ ︷︷ ︸

Q(x)

میدان آیا که کنید تعیین .١ .٢٩٠ سوال

پاسخ.

Qx = ٢x , Py = ٢x Qx = Py

است. پایستار F میدان بنابراین

.∇f = F که بیابید چنان f : R٢ → R تابع ͷی .٢

پاسخ.

F (P,Q) = ∇f = (fx(x, y), fy(x, y))

fx(x, y) = ٣ + ٢xy ⇒ f(x, y) = ٣x+ x٢y + g(y)

fy(x, y) = x٢ − ٣y٢

با است برابر y حسب بر f(x, y) = ٣x+ x٢y + g(y) مشتق

x٢ + g′(y) = x٢ − ٣y٢ ⇒ g′(y) = −٣y٢ ⇒ g(y) = −y٣ + k

بنابراین

f(x, y) = ٣x+ x٢y − y٣ + k
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٠ ⩽ t ⩽ π برای −→r (t) = (et sin t, et cos t) برداری معادله ی توسط c آن در که بیابید را
∫
c
F · dr حاصل .٣

است. شده داده

پاسخ.

F (x, y) = (٣ + ٢xy)−→i + (x٢ − ٣y٢)
−→
j∫

c

F · dr =
∫
c

Pdx+Qdy =

∫ π

٠
٣ + ٢et sin tet cos td(et sin t)dt+ . . .

که ͬ دانیم م اما است دشوار بسͬ بالا انتگرال ∫محاسبه ی
c

F · dr =
∫
c

∇f · dr = f(انتهایی −(نقطه ی f(شروع (نقطه ی

f(x, y) = ٣x+ x٢y − y٣ + k

.(٠,−eπ) با است برابر پایان نقطه ی و (٠, ١) با است برابر c شروع ∫نقطه ی
c

F · dr = f(٠,−eπ)− f(٠, ١) = . . .

گرین قضیه ی ٣٧ . ١

و باشد مثبت جهت در جهتدار و ساده هموار، قطعه ای طور به بسته ی خم ͷی c کنید فرض .(١۶ گرین (قضیه ی ٢٩١ قضیه

انتهائͬ نقطه ی در تنها را خودش نظر مورد خم که این یعنͬ بودن ساده که کنید دقت باشد. c توسط شده احاطه ناحیه ی D

سمت در آن توسط شده احاطه ناحیه ی کنیم، حرکت روی به خم جهت در وقتͬ یعنͬ مثبت جهت در بودن جهتدار کند. قطع

هستند. خمها اینگونه برای مطلوب نمونه های ٢و٣و۴ عکسهای گیرد. قرار چپمان

١۶Green’s theorem
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آنگاه باشند. داشته D شامل باز  مجموعه ی ͷی در پیوسته جزئͬ مشتقات Q و P کنید ∮فرض
c

Pdx+Qdy︸ ︷︷ ︸
F ·dr

=

∫∫
D

(Qx − Py)dA

∫
c

F · dr︸ ︷︷ ︸
انتگرال از یͷ تابع برداری روی خم مرزی

=

∫∫
D

(
Qx(x, y)− Px(x, y)

)
dxdy︸ ︷︷ ︸

انتگرال دوگانه روی ناحیه ی احاطه شده توسط خم

آنگاه باشند،  صفر c روی P,Q کنید فرض .٢٩٢ ∫∫توجه
(Qx − Py)dA = ٠

بیابید. شده کشیده مسیر به توجه با را زیر انتگرال .٢٩٣ ∮مثال
c

x۴dx+ xydy

پاسخ.

P (x, y) = x۴ , Q(x, y) = xy

Py(x, y) = ٠, Qx(x, y) = y
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∫
c

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA∫∫
D

ydy =

∫ ١

٠

∫ ١−x

٠
ydydx

∫ ١−x

٠
ydy =

y٢

٢
|١−x
٠ =

(١ − x)٢

٢∫ ١

٠

(١ − x)٢

٢
dx = −(١ − x)٣

۶
|١٠ =

١
۶

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٢٩۴ ∮مثال
c

(٣y − esinx)dx+ (٧x+
√
y۴ + ١)dy

c : x٢ + y٢ = ٩

P (x, y) = ٣y − esinx

Q(x, y) = ٧x+
√
y۴ + ١

Py(x, y) = ٣ , Qx(x, y) = ٧∮
Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA∫∫
D

۴dA = ۴
∫∫

D

dA︸ ︷︷ ︸
دایره مساحت

=

۴
∫ ٢π

٠

∫ ٣

٠
rdrdθ = ۴π × ٣٢

احاطه را مبدأ که مثبت جهت در بسته ساده ی منحنͬ هر روی که دهید نشان F (x, y) = −y
−→
i +x

−→
j

x٢+y٢ کنید فرض .٢٩۵ مثال

داریم: ∫کند
c

F · dr = ٢π
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قضیه ی از راحتͬ به دلخواه منحنͬ هر روی ͬ توان نم پس است. نشده تعریف مبدأ در انتگرال تحت تابع که کنید دقت پاسخ.

کوچͺتر منحنͬ ͷی است. شده داده نشان آبی رنگ به زیر شͺل در که بͽیرید نظر در را c دلخواه منحنͬ کرد. استفاده گرین

تابع برداری انتگرال که است این دادن نشان هدفمان ͬ نامیم. م c١ را آن که کرده ایم رسم سبز رنگ به آن داخل در جهتدار

ͬ کنیم: م محاسبه را زیر انتگرال کار این برای است. برابر هم با شده رسم منحنͬ دو روی نظر، ∫مورد
c∪(−c١)

Pdx+Qdy

برای ͬ کند، م صدق گرین قضیه ی شرایط در ناحیه این در و است شده تعریف خم دو بین ناحیه ی در F تابع که آنجا از

ͬ کنیم: م استفاده خمها بین ناحیه ی روی گرین، قضیه ی از بالا انتگرال محاسبه ی

Q(x, y) =
x

x٢ + y٢ ⇒ Qx(x, y) =
(x٢ + y٢)− ٢x٢

(x٢ + y٢)
=

y٢ − x٢

(x٢ + y٢(٢

P (x, y) =
−y

x٢ + y٢ ⇒ Py(x, y) =
y٢ − x٢

(x٢ + y٢(٢

Qx = Py ⇒
∫
c∪(−c١)

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA = ٠

⇒
∫
c

F · dr =
∫
c١

F · dr

مبدأ شامل دلخواه c٢ و c١ خم هر برای که ͬ شود م نتیجه گفتیم بالا در آنچه از .٢٩۶ ∫توجه
c١

Fdr =

∫
c٢

Fdr

این دوی هر روی انتگرال کردیم ثابت بالا در آنچه بر بنا آنگاه بͽیریم. نظر در c١, c٢ از کوچͺتر c٣ خم ͷی که است کافͬ

مقدار دانستن برای است، برابر هم با خم ها تمام روی نظر مورد انتگرال که آنجا از حال است. c٣ روی انتگرال با برابر خمها

است کافͬ انتگرال، ∫این
c

F · dr
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کنیم. محاسبه (cos t, sin t)٠ ⩽ t ⩽ ٢π ساده ی خم روی را

انتگرال پس است. نشده تعریف مبدأ در تابع زیرا کرد استفاده گرین قضیه ی از ͬ توان نم باز نیز اینجا در که کنید دقت

ͬ کنیم. م حساب تعریف از استفاده با را نظر مورد

∫
c۴

F · dr =
∫
c۴

Pdx+Qdy =

∫
c۴

−y

x٢ + y٢dx+
x

x٢ + y٢dy =

∫ ٢π

٠
− sin t(− sin t)dt+ cos t(cos t)dt =

∫ ٢π

٠
sin٢ tdt+ cos٢ tdt = ٢π

کردیم: استفاده حفره دار نواحͬ برای گرین قضیه ی از بالا مثال در

کنید) توجه خمها جهت (به است درست زیر ناحیه ی مانند حفره دارای نواح̞ͬ برای گرین قضیه ی دهید نشان .٨١ ∫تمرین
c١∪c٢

F · dr =
∫∫

D

(Qx − Py)dA

بعد: جلسه ی موضوعات

رویه روی عددی توابع انتگرال .١

(شار) رویه روی برداری توابع انتگرال .٢
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دوشنبه هشتم، و سͬ جلسه ی ٣٨

است. ساعت عقربه های خلاف جهت در و D ناحیه ی مرز c که کنید محاسبه را
∮
c
y٢dx+ ٣xydy .٢٩٧ مثال

گرین: قضیه ی به بنا ∮پاسخ.
c

y٢︸︷︷︸
P

dx+ ٣xy︸︷︷︸
Q

dy =

∫∫
D

(٣y − ٢y)︸ ︷︷ ︸
y

dA =

∫ π

٠

∫ ٢

١
r(sin θ)rdrdθ =

∫ π

٠
sin θ ×

∫ ٢

١
r٢dr

= − cos(θ)|π٠ × r٣

٣
|٢١ =

١۴
٣
.

گرین قضیه ی از برعکس استفاده ی ٣٨ . ١

: D ناحیه ی مساحت محاسبه ی

D ناحیه ی کنید فرض ͬ شود. م محاسبه
∫∫

D
dA انتگرالِ توسط بعدی دو فضای در D ناحیه ی ͷی مساحت که ͬ دانیم م

داریم F برداریِ تابع̧ هر برای گرین قضیه ی به بنا باشد. شده احاطه c خم̧ ͷی ∫∫توسط
D

(Qx − Py)dA =

∫
c

F.dr

به با آسانͬ به را D ناحیه ی مساحت ͬ توانیم م (Qx − Py) = ١ که بیابیم چنان F = (P,Q) برداریِ تابع ͷی اگر حال

باشد: زیر توابع از ͬͺی مثال عنوان به ͬ تواند م F تابع کنیم. حساب
∫
c
F.dr مقدار آوردن دست

F (x, y) = (٠, x) F (x, y) = (−y, ٠), F (x, y) = (−١
٢
y,

١
٢
x)

∫∫
D

١dA =

∫∫
D

(Qx − Py)dA =

∮
c

xdy = −
∮
c

ydx =

∮
c

−١
٢
y︸︷︷︸

P

dx+
١
٢
x︸︷︷︸

Q

dy
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کنید. محاسبه را x٢

a٢ +
y٢

b٢ = ١ بیضͬ مساحت .٢٩٨ مثال

پاسخ.

∫∫
D

١dA =
١
٢

∮
c

−ydx+ xdy

c : −→r (t) : (a cos θ, b sin θ) ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π∫∫
D

١dA =
١
٢

∫ ٢π

١
(b sin θ)a sin θ + a cos θb cos θ)dθ =

١
٢

∫ ٢π

١
abdθ =

١
٢
ab× ٢π = πab

کرد: استفاده زیر صورت به نیز حفره دار نواحͬ روی انتگرال محاسبه ی برای ͬ توان م گرین قضیه ی از

اثبات.

D١
∪

D٢ = D , c′١
∪

c”١ = c١ , c′٢
∪

c”٢ = c٢
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D :

∮
c١

∪
c٢

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA

D١ :

∮
c′١

∪
c′٢

∪
c٣

∪
c۴

Pdx+Qdy =

∫∫
D١

(Qx − Py)dA

D٢ :

∮
c”١

∪
c”٢

∪
(−c٣)

∪
(−c۴)

Pdx+Qdy =

∫∫
D٢

(Qx − Py)dA

بالا: تساوی های طرف دو جمع ∫∫با
D

(Qx − Py)dA =

∮
c

Pdx+Qdy

رویه روی انتگرالهای ٣٨ . ٢

داریم: خم روی انتگرالͽیری نوع دو که دیدیم و شده ایم آشنا خم روی انتگرالهای با کنون تا

خم روی عددی توابع انتگرال (١∫
c

fds =

∫
f(r(t))r′(t)dt

خم روی برداری توابع انتگرال (٢∫
c

F.Tds =

∫
c

F.r′(t)dt =

∫
Pdx+Qdy +Rdz

که کردیم بررسͬ همچنین

∫
c

fds =

∫
−c

fds∫
c

F.dr = −
∫
−c

F.dr

شویم: آشنا رویه ها روی انتگرالͽیری نوع دو با است قرار درس ادامه ی در

ها رویه روی عددی توابع از انتگرالͽیری (١

ها رویه روی برداری توابع از انتگرالͽیری (٢

شویم: آشنا پارامتری رویه های با است لازم آن از پیش

پارامتری های رویه ٣٨ . ٢ . ١

کرد: بندی پارامتر زیر صورت به ͬ توان م را خمها که گفتیم .٢٩٩ یادآوری

c : r(t) = (x(t), y(t), z(t)) a ⩽ t ⩽ b
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داده زیر معادله ی مانند برداری معادله ای توسط پارامتری رویه ی ͷی نیازمندیم. متغیر دو به رویه ها پارامتربندی برای

ͬ شود: م
−→r (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) a ⩽ u ⩽ b , c ⩽ v ⩽ d

یادشده رویه ی (c ⩽ y ⩽ d و a ⩽ x ⩽ b کنید بنویسید.(فرض را z = f(x, y) رویه ی پارامتری معادله ی .٣٠٠ مثال

کرد: پارامتربندی صورت بدین ͬ توان م را

−→r (x, y) = (x, y, f(x, y)) a ⩽ x ⩽ b c ⩽ y ⩽ d

کنید. بندی پارامتر را ١ شعاع به ای کره .٣٠١ مثال

پاسخ.

ρ = ١

−→r (φ, θ) = (ρ sinφ cos θ, ρ sinφ sin θ, cosφ) = (sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ)

٠ ⩽ θ ⩽ ٢π , ٠ ⩽ φ ⩽ π

ها رویه روی عددی توابع انتگرال ٣٨ . ٢ . ٢

باشد. تابع ͷی f(x, y, z) : R٣ → R کنید فرض

اشتباه خمها روی انتگرال با تا کرده ایم استفاده S حرف بزرگ حالت از که کنید دقت
∫∫

S
f(x, y, z)dS تعریف هدف:

نشود. گرفته
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−→r١ : −→r (u٠, v٠ +∆v)−−→r (u٠, v٠) ≈ ∆vrv

−→r٢ : −→r (u٠ +∆u, v٠)−−→r (u٠, v٠) ≈ ∆uru

dS = |ru × rv|dudv

ͬ کنیم: م تعریف ∫∫حال
S

f(x, y, z)dS =

∫∫
u, v دامنه ی متغیرهای

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))|ru × rv|dudv

با: است برابر S ی رویه مساحت .٣٠٢ ∫∫نتیجه
S

dS =

∫∫
D

|ru × rv|dudv

است. x٢ + y٢ + z٢ = ١ ی کره S آن در که کنید محاسبه را
∫∫

S
x٢dS حاصل .٣٠٣ مثال

کنیم. پارامتربندی را نظر مورد کره ی باید نحست پاسخ.

r(θ, φ) = (sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ) ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π , ٠ ⩽ φ ⩽ π

dS = |rφ × rθ|dφdθ

rφ(θ, φ) = (cosφ cos θ, cosφ sin θ,− sinφ)

rθ(θ, φ) = (− sinφ sin θ, sinφ cos θ, ٠)

rφ × rθ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

cosφ cos θ cosφ sin θ − sinφ

− sinφ sin θ sinφ cos θ ٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−→
i (+ sin٢ φ cos θ)−−→

j (− sin٢ φ sin θ) +
−→
k (sinφ cosφ cos٢ θ + cosφ sinφ sin٢ θ)︸ ︷︷ ︸

cosφ sinφ

|rφ × rθ| =
√
sin۴ φ cos٢ θ + sin۴ φ sin٢ θ + cos٢ φ sin٢ φ =√

sin۴ φ (cos٢ θ + sin٢ θ)︸ ︷︷ ︸
١

+cos٢ φ sin٢ φ =
√

sin٢ φ(sin٢ φ+ cos٢ φ) = sinφ
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⇒
∫∫

S

x٢dS =

∫ π

٠

∫ ٢π

٠
(sinφ cos θ)٢ sinφdθdφ =

∫ π

٠
sin٣ φdφ︸ ︷︷ ︸

A

×
∫ ٢π

٠
cos٢ θdθ︸ ︷︷ ︸
B

A =

∫
sin٢ φ(sinφ)dφ =

∫
(١ − cos٢ φ)︸ ︷︷ ︸

١−u٢

(sinφ)dφ︸ ︷︷ ︸
du

= ...

B =

∫
١ + cos ٢θ

٢
dθ = ...

کنید. محاسبه را واحد کره ی مساحت .٨٢ تمرین

داریم: آنگاه باشد. z = f(x, y) صریح معادله ی دارای نظر مورد رویه ی کنید فرض

r(x, y) = (x, y, f(x, y))

rx(x, y) = (١, ٠, fx) ry(x, y) = (٠, ١, fy)

rx × ry =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

١ ٠ fx

٠ ١ fy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = i(−fx)− j(fy) + k(١) = (−fx,−fy, ١)

dS =
√

١ + f٢
x + f٢

y︸ ︷︷ ︸
اندازه ی بردار گرادیان

dxdy

ی رویه S آن در که کنید حساب را
∫∫

S
ydS .٣٠۴ مثال

z = x+ y٢ ٠ ⩽ x ⩽ ١ , ٠ ⩽ y ⩽ ٢

باشد.

پاسخ.

dS =
√

١ + (١)٢ + (٢y)٢dxdy∫∫
S

ydS =

∫ ٢

٠

∫ ١

٠
y
√

٢ + ۴y٢dxdy =

∫ ٢

٠
y
√

٢ + ۴y٢︸ ︷︷ ︸
u

dy =

∫ √
u

٨
du =

٢
٣
u

٣
٢

٨
|٢٠ =

√
٢

١٢

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیرجزی خانم از
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چهارشنبه نهم، و سͬ جلسه ی نیم ٣٩

شدیم: آشنا رویه ها روی عددی توابع از انتگراگیری با قبل جلسه ی ∫∫در
S

fdS =

∫∫
u,v

f
(−→r (u, v))|−→r u ×−→r v|dudv

است: زیر رویه سه شامل S آن در که بیابید را
∫∫

S
zdS .٣٠۵ مثال

x٢ + y٢ = ١ استوانه ی بغل، از .١

z = ٠ صفحه ی در x٢ + y٢ = ١ دایره ی به محدود ͷدیس زیر، از .٢

z = ١ + x صفحه ی بالا، از .٣

پاسخ.

:S٢ پارامتربندی

r(θ, z) = (cos θ, sin θ, z) ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π, ٠ ⩽ z ⩽ ١ + x = ١ + cos θ

rθ(θ, z) = (− sin θ, cos θ, ٠)

rz(θ, z) = (٠, ٠, ١)

−→r θ ×−→r z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

− sin θ cos θ ٠

٠ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (cos θ) +

−→
j (sin θ) + ٠

−→
k

|−→r θ ×−→r z| = ١∫∫
S٢

fdS =

∫ ٢π

٠

∫ ١+cos θ

٠
zdzdθ = . . .

داده z = g(x, y) معادله ی با سطحͬ اگر که گفتیم است. z = ٠ معادله ی دارای سطح این ͬ پردازیم. م S١ سطح̧ به حال

.dS =
√
g٢
x + g٢

y + ١dudv آنگاه باشد،  ∫∫شده
S١

fdS =

∫∫
u,v

z |−→r u ×−→r v|︸ ︷︷ ︸√
١+g٢

x+g٢
y

dudv

∫∫
S١

٠ × ١dA = ٠
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است. صفر با برابر z مقدارِ S١ سطح̧ در که کنید دقت

است. z = g(x, y) صورت به معادله ای دارای هم سطح این ͬ پردازیم. م S٣ سطح به حال

S٣ : (x, y,
g(x,y)

١ + x)

z = g(x, y) → |−→r u ×−→r v| =
√

g٢
x + g٢

y + ١ =
√

١ + ١ =
√

٢∫∫
S٣

zdS =

∫∫
(١ + x)

√
٢dxdy =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ + cos θ)

√
٢rdrdθ = . . .

ͬ کنم: م یادآوری را z = g(x, y) فرم̧ به رویه های پارامتربندی نحوه ی دوباره .٣٠۶ یادآوری

S : z = g(x, y)

S رویه ی پارامتربندی : −→r (x, y) =
(
x, y, g(x, y)

)
|−→r x ×−→r y| =

√
١ + g٢

x + g٢
y

dS =
√

١ + g٢
x + g٢

ydA

رویه ها روی برداری توابع از انتگرالͽیری ٣٩ . ١

ͷی مثال برای باشد. مشخص روی و پشت دارای رویه، این که کنید فرض یعنͬ باشد. جهتدار رویه ی ͷی S کنید فرض

باشد. برداری میدان ͷی F (x, y, z) = (P,Q,R) کنید فرض باشد. شده نیم دو وسط از که ͬͺپلاستی توپ

.S رویه ی از گذرنده  F میدان شار محاسبه ی .٣٠٧ هدف
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١ مساحت به سحطͬ سطح، واحد از (منظور ͬ شود م محاسبه زیر صورت به سطح واحد از گذرنده شار که کنید دقت

است):

F · −→n

با است برابر dS ِͷکوچ سطح از گذرنده شار پس است. عمود یͺه ی بردار −→n از منظور بالا در

(F · −→n )dS.

ͬ کنیم: م تعریف کنیم. جمع هم با را ͷکوچ شارهای این تمام باید S سطح̧ از گذرنده شار محاسبه  برای پس

∫∫
S

F ·
−→
dS =

∫∫
S

(F · −→n )

عددی مقدار
↑
dS

باشد. شده داده زیر معادله ی با S رویه ی کنید فرض

r(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
n→−یͺه =

−→r u ×−→r v

|−→r u ×−→r v|

∫∫
S

F ·
−→
dS =

∫∫
(u,v)

−→
F ·

−→r u ×−→r v

|−→r u ×−→r v|
|−→r u ×−→r v|dudv =

∫∫
(u,v)

F · (−→r u ×−→r v)dudv

و ͬ کنیم م انتخاب رویه برای را مشخص جهت ͷی نخست رویه، ͷی روی برداری توابع از انتگرالͽیری برای .٣٠٨ توجه

عوض پیوسته صورت به رویه روی که است جهتͬ منظور، ͬ کنیم. م حساب را رویه از گذرنده شار جهت، آن به نسبت سپس

خود به خود صورت به فرمول، این ͬ کنیم، م استفاده n = ru × rv فرمولِ از وقتͬ نکند. تغییر ناگهانͬ صورت به و شود

ru, rv توابع که کرده ایم فرض زیرا ͬ دهد،  م دست به رویه برای را مشخص جهت ͷی

پیوسته ا ند.

بیابید. x٢ + y٢ + z٢ = ١ کره ی سطح از را F (x, y, z) = z
−→
i + y

−→
j + x

−→
k میدان شار .٣٠٩ مثال

پاسخ.
−→r (θ, ϕ) = (sinϕ cos θ, sinϕ sin θ, cosϕ)

rθ × rϕ = (sin٢ ϕ cos θ, sin٢ ϕ sin θ, sinϕ cosϕ)
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∫∫
S

(z, y, x) · (sin٢ ϕ cos θ, sin٢ ϕ sin θ, sinϕ cosϕ)dϕdθ =∫ ٢π

٠

∫ π

٠
(cosϕ, sinϕ sin θ, sinϕ cos θ) · (sin٢ ϕ cos θ, sin٢ ϕ sin θ, sinϕ cosϕ)dϕdθ =∫ ٢π

٠

∫ π

٠
(sin٢ ϕ cos θ cosϕ) + (sin٣ ϕ sin٢ θ) + (sin٢ ϕ cos θ cosϕ)dϕdθ =

∫ ٢π

٠

∫ π

٠
sin٢ ϕ cos θ cosϕdϕdθ =

�������*
٠∫ ٢π

٠
cos θdθ ×

∫ π

٠
sin٢ ϕ︸ ︷︷ ︸

u٢

cosϕdϕ︸ ︷︷ ︸
du

شما. عهده ی به بالا سوال انتگرالهای محاسبه ی

ͬ کنم م یادآوری را انتگرال دو محاسبه ی نحوه ی ١ ریاضͬ درس از بالا، سوال حل ادامه ی برای .٣١٠ ∫توجه
sin٣ ϕdϕ =

∫
sin٢ ϕ sinϕdϕ =

∫
(١ − cos٢ ϕ) sinϕ =

∫
−(١ − u٢)du = . . .∫

sin٢ xdx =

∫
(١ − cos(٢x)

٢
)dx = . . .∫

cos٢ xdx =

∫
(١ + cos(٢x)

٢
)dx = . . .

z = ١ − x٢ − y٢ ͬ وار سهم توسط که باشد E صلب ناحیه ی مرز S آن در که بیابید را
∫∫

S
F ·

−→
dS انتگرال .٣١١ مثال

است. شده احاطه z = ٠ صفحه ی و

F (x, y, z) = y
−→
i + x

−→
j + z

−→
k

پاسخ.

آنگاه S : z = g(x, y) اگر .F = (P,Q,R) کنید فرض .٣١٢ ∫∫توجه
S

F ·
−→
dS =

∫∫
(x,y)

(−Pgx −Qgy +R)dxdy

ru × rv = (−gx,−gy, ١)
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شدیم: آشنا زیر انتگرال با جلسه این ∫∫در
S

F.ndS =

∫∫
F.
−→
dS

هر تعریف شده ایم. آشنا زیر انتگرالهای با آخر جلسه ی چند این طͬ در باشید. داشته دقت بالا نمادگذاری دو هر به

کنید: مرور خود برای را ͷی∫
c

fdr

∫
c

F.dr∫∫
S

fdS

∫∫
S

F.ndS

تابع رویه ، روی عددی تابع خم، روی برداری تابع خم، روی عددی تابع هستند: صورت بدین انتگرالها این نامهای

رویه. روی برداری
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استوکس قضیه ی شنبه، چهلم، جلسه ی ۴٠

آنگاه باشد، برداری میدان ͷی F و باشد شده پارامتربندی رویه ی ͷی r(u, v) اگر که گفتیم .٣١٣ ∫∫یادآوری
S

F · ndS =

∫∫
u,v

(F · ru × rv)dudv

F = صورت به نظر مورد میدان و باشد z = g(x, y) صریح̧ معادله ی دارای نظر مورد رویه ی اگر که دیدیم همچنین

ͬ آید: درم زیر ساده تر صورت به بالا فرمول باشد، (P,Q,R)∫∫
S

F · ndS =

∫∫
(x,y)

(−Pgx −Qgy +R)dxdy

ͬ روند. م کار به معنͬ ͷی برای دو هر
∫∫

F.d
−→
S ,
∫∫

F.ndS نمادِ دو که گفتیم همچنین

z = ١ − x٢ − y٢ ͬ وارِ سهم توسط که باشد E صˀلبِ ناحیه ی مرز S آن در که بیابید را
∫∫

S
F ·

−→
dS انتگرال .٣١۴ مثال

و است شده احاطه z = ٠ صفحه ی و

F (x, y, z) = y
−→
i + x

−→
j + z

−→
k

پاسخ.

S١ : z = ١ − x٢ − y٢

rx × ry = (٢x, ٢y, ١)

(x, y) ∈ x٢ + y٢ = ١ ∫∫دایره ی
S

F · −→n dS =∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(x, y, z) · (٢x, ٢y, ١)dxdy =

∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(٢xy + ٢xy + z)dxdy =∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
۴r٢ cos θ sin θ + (١ − r٢)rdrdθ =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
۴r٣ cos θ sin θdrdθ +

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ − r٢)rdrdθ =
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∫ ٢π

٠
sin θ︸︷︷︸

u

cos θdθ︸ ︷︷ ︸
du

×
∫ ١

٠
۴r٣dr + ٢π

∫ ١

٠
(r − r٣)dr =

(
sin٢ θ

٢
)|٢π٠ × r۴|١٠ + ٢π(r

٢

٢
− r۴

۴
)|١٠ = π

S٢ : z = ٠

rx × ry = (٠, ٠, ١)

ͬ نویسیم: م پس است پایین سمت به جهت چون

rx × ry = (٠, ١−,٠)

باشد. احاطه شده جسم از خارج سمت به کلͬ جهتگیری که گرفته ایم نظر در علت این به را پائین جهت که کنید ∫∫دقت
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(x, y, z) · (٠, ١−,٠)dxdy =

∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(���*٠−z)dxdy = ٠

∫∫
S

F · dS =

∫∫
S١

+

∫∫
S٢

= π + ٠ = π

حل شد، تمام درس آخر جلسه ی وقتͬ را تمرین (این کنید حل دیورژانس قضیه ی از استفاده با را بالا مثال .٨٣ تمرین

کنید!)

S بسته ی رویه ی ͷی درون در شده احاطه بار گاوس قانون به بنا باشد. ͬͺتریͺال میدان ͷی E کنید فرض .٣١۵ توجه

با است برابر

Q = ϵ٠

∫∫
S

E · −→n dS

آن در که

ϵ٠ ≃ ٨٫ ٨۵۴٢ × ١٢−١٠

است. خلأ گذردهͬ ضریب

ک˼ر˂ل ١ . ۴٠

ͬ کنیم: م تعریف باشد. برداری میدان ͷی F (x, y, z) کنید فرض است. پیچش معنͬ به ١٧ ک˼ر˂ل کلمه ی

curlF :=
( ∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z︸ ︷︷ ︸
∇

)
× F

گفته ایم. آن درباره ی ادامه در که است دقیقͬ فرمول برای ساده تر نمایش ͷی تنها بالا فرمول

که کنید دقت

curlF : R٣ → R٣

١٧curl

٢٧۴



راست دست قانون از استفاده با curlF جهت آنگاه باشد، مایع ͷی سرعت میدان F اگر است. برداری میدان ͷی خود˂

ͬ دهد. م نشان نقطه ͷی حول چرخش به را مایع این تمایل میزان curlF اندازه ی و ͬ شود م تعیین

بنویسیم: را کرل دقیق فرمول بیائید

F = (P,Q,R) =
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i
(∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)
+
−→
j
(
− ∂R

∂x
+

∂P

∂z

)
+
−→
k
(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)

تمایل curlF (x, y, z) آنگاه باشد برداری میدان ͷی F اگر استوکس) (قضیه ی دید خواهیم بعداً که دلایلͬ به .٣١۶ توجه

(نادقیق). ͬ دهد. م نشان را (x, y, z) حول چرخش به F

کنید. حساب را curlF آنگاه .F = xz
−→
i + xyz

−→
j − y٢−→k کنید فرض .٣١٧ مثال

پاسخ.

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xz xyz −y٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (−٢y − xy) +

−→
j (x) +

−→
k (yz)

است پایستار F میدان باشند) پیوسته اول جزئͬ مشتقات دارای F برداریِ میدانِ اجزاء که صورتͬ (در .٣١٨ توجه

curlF = (٠, ٠, ٠) اگروتنهااگر

∇× F = (٠, ٠, ٠) آنگاه F = (gx, gy, gz) اگر که دید ͬ توان م آسانͬ به اثبات.

بیائید است. گرین قضیه ی از تعمیمͬ واقع در استوکس قضیه ی است. مهیا استوکس قضیه ی بیان برای چیز همه حال

کنیم. مرور هم با دوباره را گرین قضیه ی

گرین). (قضیه ی ٣١٩ یادآوری

F (x, y) =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
∮
c

F ·
−→
dr =

∮
c

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dxdy

٢٧۵



استوکس قضیه ی ٢ . ۴٠

∫
c

F · dr =
∫∫

S

curl
−→
F · −→n dS

(یعنͬ است هموار قطعه ای طور به جهتدار رویه ی ͷی S باشند. داشته پیوسته جزئͬ مشتقات F اجزای قضیه: شرایط

است. رویه مرز واقع در و است مثبت جهت در بسته ساده ی منحنͬ c باشد). هموار رویه های از متناهͬ اجتماعͬ ͬ تواند م

قرار ما چپ سمت در رویه آنگاه است، رویه نرمال بردار سمت به سرمان و ͬ کنیم م حرکت منحنͬ روی وقتͬ یعنͬ مثبا جهت

ͬ گیرد. م

ͬ شود. م نتیجه استوکس قضیه ی از گرین قضیه ی که دهید نشان .٨۴ تمرین

و y + z = ٢ صفحه ی اشتراک محل منحنͬ c و F = (−y٢, x, z٢) آن در که بیابید را
∫
c
F · dr حاصل .٣٢٠ مثال

ͬ شود. م پیموده ساعت عقربه های عکس جهت در بالا از نگاه با که است x٢ + y٢ = ١ استوانه ی

پاسخ.

استوکس: قضیه ی بدون اول. پاسخ

c : −→r (t) : (cos t, sin t, ٢ − sin t) ٠ ⩽ t ⩽ ٢π

F = (−y٢, x, z٢)∫
c

F · dr =
∫ ٢π

٠
Pdx+Qdy +Rdz =∫ ٢π

٠
(− sin٢ t)(− sin t)dt+ cos t cos tdt+ (٢ − sin t)٢(− cos t)dt = . . .

٢٧۶



استوکس: قضیه ی از استفاده با دوم. ∫پاسخ
c

F · dr =
∫∫

S

curlF · ndS

است. رویه  با استوانه تماس محل آن دور که گرفته ایم نظر در سطحͬ را S که

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y٢ x z٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (٠) +−→

j (٠) +
−→
k (١ + ٢y)

S : z = ٢ − y

n = (٠, ١, ١)∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(٠, ٠, ١ + ٢y) · (٠, ١, ١)dxdy =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ + ٢r sin θ)rdrdθ = . . .

x٢ + y٢ = ٢y استوانه ی توسط که باشد z =
√

۴ − x٢ − y٢ ک͒ره ی نیم از بخشͬ S رویه ی کنید فرض .٣٢١ سوال

است. شده محصور

کنید. محاسبه را
∫∫

S
zdS حاصل̞ آ.

بیابید. را
∫
c
F · dr آنگاه کره) قائم به نسبت مثبت جهت (در باشد بالا رویه ی مرز c و F = (−y, x, z) اگر ب.

آ. پاسخ.

∫∫
S

fdS =

∫∫
S

f |ru × rv|dudv

صورت به صریحͬ ضابطه ی اینجا در

z = g(x, y)

ͬ آید: درم زیر صورت به بالا انتگرال پس ∫∫داریم.
(x,y)

f
√

g٢
x + g٢

y + ١dxdy

٢٧٧



gx =
−٢x

٢
√

۴ − x٢ − y٢ gy =
−٢y

٢
√

۴ − x٢ − y٢

dS =
√
g٢
x + g٢

y + ١dxdy =

√
۴x٢ + ۴y٢

۴(۴ − x٢ − y٢)
+ ١dxdy =

√
x٢ + y٢ + ۴ − x٢ − y٢

(۴ − x٢ − y٢)
dxdy =

√
۴

۴ − x٢ − y٢dxdy∫∫
(x,y)

zdS =

∫∫ √
۴ − x٢ − y٢

√
۴

۴ − x٢ − y٢dxdy =

∫ π
٢

−π
٢

∫ ٢ sin θ

٠
٢rdrdθ =

∫ π
٢

−π
٢

۴ sin٢ θdθ =

۴
∫ π

٢

−π
٢

١ − cos ٢θ
٢

dθ = . . .

∫ب.
F · dr =

∫∫
S

curlF · −→n dS

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y x z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (٠) +−→

j (٠) +
−→
k (١ + ١) = ٢

−→
k

∫∫
curlF · ndS =

∫∫
S

(−gx,−gy, ١) · (٠, ٠, ٢)dS =

∫∫
S

٢dS = . . .

کرده ایم. حساب سوال قبلͬ قسمت در را بالا انتگرال
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دیورژانس قضیه ی دوشنبه، یͺم، و چهل جلسه ی ۴١

بود: زیر صورت به گرین قضیه ی شدیم. آشنا استوکس و گرین قضایای با گذشته درجلسات

F =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
∮
c

F · dr =
∮
c

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA

است: زیر صورت به استوکس قضیه ی و

F =
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)
∮
c

F ·
−→
dr =

∫∫
S

curlF · −→n dS

است. استوکس قضیه ی از خاصͬ حالت واقع در گرین قضیه ی .٣٢٢ توجه

−→
F =

(
P (x, y), Q(x, y)

)
عمود n→−یͺه ی = (٠, ٠, ١)

استوکس: قضیه ی به ∮بنا
c

F · dr =
∫

Pdx+Qdy =

∫∫
D

curlF · −→n dA
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:curlF ∣∣∣∣∣∣∣∣∣محاسبه ی
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q ٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (٠) +−→

j (٠) +
−→
k (Qx − Py)

بالا: فرمول در ∮جایͽذاری
F · dr =

∫∫
D

(Qx − Py)dA

که کنید فرض است. صورت بدین قضیه این پشت شهود شد. خواهیم آشنا دیورژانس قضیه ی با درس ادامه ی در

احاطه مایع̧ میزان به بستگͬ جسم، این سطح از گذرنده شار شود. گذاشته سیال ͷی سرعت میدان معرض در ک͒روی جسمͬ

آن درون حجم روی عددی انتگرال ͷی با بتوان باید را سطح ͷی روی برداری انتگرال ͷی بنابراین دارد. آن درون در شده

کرد. محاسبه

دیورژانس قضیه ی ١ . ۴١

ͬ کنیم: م تعریف باشد. برداری میدان ͷی F =
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)
کنید فرض .٣٢٣ تعریف

divF := ∇ · F =
( ∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (P,Q,R) = Px +Qy +Rz

آورید. بدست را F دیورژانس F = xz
−→
i + xyz

−→
j − y

−→
k کنید فرض .٣٢۴ مثال

پاسخ.

divF = z + xz + ٠ = z + zx

آنگاه باشد R٣ به R٣ از برداری تابع ͷی F = (P,Q,R) اگر .٣٢۵ توجه

curlF : R٣ → R٣

divF : R٣ → R

(دیورژانس). ٣٢۶ ∫∫قضیه
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

divFdv

است. بسته رویه ی ͷی زیر شͺل

قضیه: شرایط

٢٨٠



است. رویه توسط شده احاطه جسم از بیرون سمت به S جهت .١

سیستم) کل شامل باز ناحیه ی ͷی (در پیوسته اند. جزئͬ مشتقات دارای F اجزای .٢

دقت رویه بودن بسته (به است. بسته و هموار) رویه های از متناهͬ اجتماعͬ (یعنͬ هموار قطعه ای طور به S رویه ی .٣

است). کرده احاطه کامل طور به را صلب جسم ͷی واقع در رویه این باشید. داشته

نوشت ͬ توان م نیز زیر صورت به را دیورژانس ∫∫قضیه ی
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

∇ · Fdv

بیابید. x٢ + y٢ + z٢ = ١ واحدِ ک͒ره ی سطح از را F (x, y, z) = z
−→
i + y

−→
j + x

−→
k میدان شار .٣٢٧ مثال

مستقیم محاسبه ی با اول. راه ∫∫پاسخ.
S

F · −→n dS

دیورژانس قضیه ی از استفاده با دوم. راه

divF = ١∫∫
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

divFdv =

∫∫∫
E

١dv︸ ︷︷ ︸
ک͒ره حجم

=
۴
٣
πr٣

کننده ی احاطه سطح S کنید فرض و F (x, y, z) = xy
−→
i + (y٢ + exz

٢
)
−→
j + sin(x, y)

−→
k کنید فرض .٣٢٨ مثال

بیابید. را
∫∫

S
F · −→n dS باشد. y + z − ٢ و y = ٠ ،z = ٠ صفحات و z = ١ − x٢ استوانه ی به محصور ناحیه ی

∫∫پاسخ.
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

divFdv

divF = y + ٢y + ٠ = ٣y
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E = {−١ ⩽ x ⩽ ١, ٠ ⩽ y ⩽ ٢ − z, ٠ ⩽ z ⩽ ١ − x٢}∫∫∫
E

divFdv =

∫ ١

−١

∫ ١−x٢

٠

∫ ٢−z

٠
٣ydydzdx∫ ٢−z

٠
٣ydy =

٣
٢
y٢|٢−z

٠ =
٣
٢
(٢, z)٢ =

٣
٢
(۴ − ٢z + z٢)

٣
٢

∫ ١−x٢

٠
(۴ − ٢z + z٢)dz =

٣
٢
(۴z − z٢ +

z٣

٣
)|١−x٢

٠ =

٣
٢
(
۴(١ − x٢)− (١ − x٢(٢ +

(١ − x٣(٢

٣
)
= ۶(١ − x٢)− ١)٣ − x٢(٢

٢
+

(١ − x٣(٢

٢
با است برابر نهایی ∫حاصل ١

−١

(
۶(١ − x٢)− ١)٣ − x٢(٢

٢
+

(١ − x٣(٢

٢

)
dx = . . .

z =
√
x٢ + y٢ مخروط و x٢+y٢+z٢ = ۴ و x٢+y٢+z٢ = ١ ک͒ره های بین محدود Tناحیه ی کنید فرض .٣٢٩ مثال

باشد.

بیابید. را T ناحیه ی حجم .١

احاطه سطح S آن در که بیابید را
∫∫

S
F ·ndS آنگاه F =

(
x+ z٢ey, y−x sin(xz٢), z+ y

١+x٢

)
کنید فرض .٢

است. بالا ناحیه ی کننده ی

پاسخ.
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.١

١ ⩽ ρ ⩽ ٢ ٠ ⩽ ϕ ⩽ π

۴
٠ ⩽ θ ⩽ ٢π

T حجم =

∫∫∫
E

dv =

∫ ٢π

٠

∫ π
۴

٠

∫ ٢

١
ρ٢ sinϕdρdϕdθ =∫ ٢π

٠
dθ

∫ π
۴

٠
sinϕdϕ

∫ ٢

١
ρ٢dρ = ٢π(١ −

√
٢

٢
)
٧
٣

.٢

divF = ١ + ١ + ١ = ٣∫∫
S

F · −→n dS =

∫∫∫
T

divFdv = ٣ × T حجم = ١۴π(١ −
√

٢
٢

)

درس مرور ٢ . ۴١

.−→r (t) a ⩽ t ⩽ b معادله ی به c خم ͷی روی f(x, y, z) تابع انتگرال .١

∫
c

fds =

∫
c

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
|r′(t)|dt

ds =
√

dx٢ + dy٢ + dz٢dt = |r′(t)|dt

٢٨٣



:t = b تا t = a نقطه ی از خم طول .٢∫
c

ds =

∫ b

a

|r′(t)|dt

.−→r (t) خم روی F (x, y, z) = (P,Q,R) برداری تابع انتگرال .٣

∫
c

−→
F ·

−→
dr =

∫
c

Pdx+Qdy +Rdz =

∫ b

a

P
(−→r (t))x′(t)dt+Q

(−→r (t))y′(t)dt+R
(−→r (t))z′(t)dt

رویه روی عددی تابع انتگرال .۴

S : r(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
∫∫

S

fdS =

∫∫
u,v

f
(
r(u, v)

)
|ru × rv|dudv

dS = |ru × rv|dudv

باشیم: داشته را رویه صریح معادله ی اگر

S : z = g(x, y)

dS =
√

١ + g٢
x + g٢

y∫∫
S

fdS =

∫∫
x,y

f
√

١ + g٢
x + g٢

ydxdy

:r(u, v) پارامتریِ معادله ی با رویه ͷی مساحت .۵∫∫
S

dS =

∫∫
u,v

|ru × rv|dydv

z = g(x, y) صریح̧ معادله ی با رویه ͷی مساحت .۶∫∫
S

dS =

∫∫
x,y

√
١ + g٢

x + g٢
ydxdy

٢٨۴



رویه ها روی برداری توابع انتگرال .٧

∫∫
S

−→
F ·−→n dS =

r(u, v) پارامتری رویه ی
∫∫

u,v
F.(ru × rv)dudv

z = g(x, y) رویه ی
∫∫

(x,y)
F · (−gx,−gy, ١)dxdy =

∫∫
(−Pgx −Qgy +R)dxdy

.٨∫
c

∇fdr = f(Z)− f(W )

گرین) (قضیه ی .٩∮
c

F · dr︸ ︷︷ ︸
=
∮
c Pdx+Qdy

=

∫∫
D

(Qx − Py)dxdy

استوکس) (قضیه ی .١٠∮
c

F · dr =
∫∫

S

curlF · −→n dS

دیورژانس) (قضیه ی .١١∫∫
S

F · ndS =

∫∫∫
E

divFdv

٢٨۵
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تمرین ۴٢

ابتدا مبدأ  از شروع با را ذره ای که باشد نیرو میدان ͷی F (x, y) = (sin x, sin y+ xy٢ + ١
٣x

٣) کنید فرض .٨۵ تمرین

و ͬ برد م (٠, ۵) نقطه ی به اول، ربع در و x٢ + y٢ = ٢۵ دایره ی روی سپس و ͬ برد م (۵, ٠) نقطه ی تا x محورِ راستای در

بیابید. را مسیر این طͬ در نیرو، میدان این توسط شده انجام کار ͬ گرداند. بازم مبدأ به y محورِ راستای در سپس

x٢ +y٢ +z٢ = ۴ ک͒ره ی از بخشͬ S رویه ی کنید فرض نیز و F (x, y, z) = xzi+yzj+xyk کنید فرض .٨۶ تمرین

بیابید. را
∫∫

curlF.dS حاصل̞ است. شده احاطه x٢ + y٢ = ١ استوانه ی توسط xy صفحه ی بالای در که باشد

دهید نشان است. شده واقع x + y + z = ١ صفحه ی در که باشد هموار بسته ی منحنͬ ͷی C کنید فرض .٨٧ تمرین

خط̞ͬ انتگرال حاصل ∫که
c

zdx− ٢xdy + ٣ydz

ندارد. بستگͬ صفحه در آن محل و C شͺل̞ به و دارد بستگͬ C توسط˼ احاطه شده ناحیه ی مساحت به تنها

حاصل استوکس، قضیه ی از استفاده با .٨٨ ∫تمرین
c

(y + sinx)dx+ (z٢ + cos(y))dy + x٣dz

است: زیر برداری معادله ی توسط شده داده ̞ ͬ منحن c آن در که بیابید را

−→r (t) = (sin(t), cos(t), sin(٢t)) ٠ ≤ t ≤ ٢π.

است). شده واقع z = ٢xy رویه ی روی c که کنید توجه (راهنمائͬ:

دور سطح S که کنید فرض نیز .F (x, y, z) = (xy + ٢xz)i+ (x٢ + y٢)j+ (xy − z٢)k کنید فرض .٨٩ ∫تمرین
S
F.dS حاصل̞ است. شده احاطه z = ٠ و z = y − ٢ صفحه  های و x٢ + y٢ = ۴ استوانه ی توسط˼ که باشد جسمͬ

کنید. محاسبه را

ͬ وارِ سهم سطح S که کنید فرض و F (x, y, z) = (٢x٣ + y٣)i + (y٣ + z٣)j + ٣y٢zk کنید فرض .٩٠ تمرین

باید استوکس قضیه ی از استفاده برای (راهنمائͬ: بیابید. را
∫
S
F.dS حاصل̞ باشد. z محورِ بالای در z = ١ − x٢ − y٢

برسید). بسته سطح ͷی به تا کنید اضافه S رویه ی به نیز را z = ٠ رویه ی سطح

ρ = ١ کره ی زیر و ϕ = π
٣ مخروط˼ بالای در واقع ناحیه ی E آن در که بیابید را

∫∫∫
E
y٢z٢ انتگرالِ حاصل .٩١ تمرین

است.

یͷ هشتم در که است x٢ + y٢ + z٢ ≤ ١ کره ی از بخشͬ E آن در که بیابید را
∫∫∫

E
xex

٢+y٢+z٢
dv حاصل̞ .٩٢ تمرین

است. شده واقع مختصات اول

٢٨٧
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