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تمرین چند حل

برابرِ حدِ دارای y = mx مسیرهای تمام در f(x, y) تابع کنیم فرض دانشجویان). (سوال ١ سوال

)؟ lim(x,y)→(٠,٠) f(x, y) = L ) است L با برابر (٠, ٠) نقطه ی در تابع حد لزوماً آیا باشد. L

پاسخ.

بͽیرید: نظر در را زیر تابع

f(x, y) =

٠ y ⩽ ٠ یا y ⩾ x٢

١ ٠ < y < x٢

١



است. ٠ با برابر (٠, ٠) در تابع حد xy صفحه ی در y = mx مسیرهای تمام روی که ͬ کنیم م ادعا

آنگاه ٠ < x < m اگر .(m > ٠ کنیم (فرض بͽیرید نظر در را y = mx دلخواه˼ خط ͷی

ͬ گیرد. م قرار y = x٢ منحن̞ͬ از بالاتر x ∈ (٠,m) بازه ی در y = mx منحن̞ͬ یعنͬ .x٢ < mx

برابر منحنͬ این روی نیز تابع حد پس است. ٠ با برابر منحنͬ این روی ما نظر مورد تابع مقدار پس

با برابر تابع مقدار دوباره y = mx < ٠ که آنجا از نیز صفر از کمتر های x برای است. صفر با

بررسͬ شما m < ٠ که حالتͬ در را y = mx ͬ های (منحن است. صفر نیز تابع حد و است صفر

کنید).

٢



که ͬ دانیم م نیست. صفر با برابر (٠, ٠) در بالا تابع حد که ͬ کنیم م ادعا حال

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) = ٠ ⇐⇒

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠ ∀(x, y)
(

٠ <
√
x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)| < ϵ

)
پس

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) ̸= ٠ ⇐⇒

∃ϵ > ٠ ∀δ > ٠ ∃(x, y)
(

٠ <
√

x٢ + y٢ < δ ∧ |f(x, y)| ⩾ ϵ
)

پیدا (٠, ٠) مرکزِ و δ شعاع به دایره ی در (x, y) مانند نقطه ای δ > ٠ هر برای .ϵ = ١
٢ دهید قرار

.f(x, y) = ١ > ١
٢ آن در که ͬ شود م

کنید. رسم را بالا تابع نمودار .٢ تمرین

کنید. مشخص است، پیوسته آنها در زیر تابع که را نقاطͬ .٣ تمرین

f(x, y) =


x٢y٣

٢x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

١ (x, y) = (٠, ٠)

پیوسته (x, y) ̸= (٠, ٠) در نظر مورد تابع پیوسته اند، دامنه شان در گویا توابع که آنجا از پاسخ.

آیا که کنیم بررسͬ باید حال است.

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) = ١?

روی کند. میل ١ به باید تابع (٠, ٠) سمت به مسیرها همه ی روی باشد، برقرار بالا حد باشد قرار اگر

داریم: y = mx مسیر

f(x,mx) =
x٢(mx)

٢x٢ + (mx)٢ =
mx٣

x٢(m٢ + ٢)
=

mx

m٢ + ٢

lim
(x,y)→(٠,٠)

mx

m٢ + ٢
= ٠

نیست. پیوسته (٠, ٠) در تابع بنابراین

٣



داریم: قبل تمرین تابع برای دهید نشان .۴ تمرین

lim
(x,y)→(٠,٠)

f(x, y) = ٠

که دهیم نشان باید

∀ϵ > ٠ ∃δ(ϵ) > ٠
(
∀(x, y) ٠ <

√
x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)| < ϵ

)
باشد. شده داده ϵ > ٠ کنید فرض

چرک نویس.

| x٢y٣

٢x٢ + y٢ | =
x٢|y٣|

x٢ + x٢ + y٢

ͬ کنیم. م بزرگ را صورت و ͷکوچ را مخرج بیابیم، بالا کسر از بزرگتر کسری آنکه برای حال

x٢|y٣|
x٢ + x٢ + y٢ ⩽ (x٢ + y٢)|y|y٢

x٢ + y٢ ⩽
√

y٢(x٢ + y٢) ⩽
√

x٢ + y٢(x٢ + y٢) < ϵ

آنگاه ٠ < δ < ٣
√
ϵ که طوری به باشد دلخواهͬ عدد هر δ اگر حال

|f(x, y)− ٠| = | x٢y٣

٢x٢ + y٢ | ⩽
√

x٢ + y٢(x٢ + y٢) ⩽ δ٣ < ϵ

صفحه ی تا فاصله شان برابر دو x محور تا آنها فاصله ی که کنید رسم را نقاطͬ مجموعه ی .۵ مثال

است. yz

است: زیر نقاط مجموعه ی رسم هدفمان پاسخ.

{(x, y, z) ∈ R٣|
√

y٢ + z٢ = ٢|x|} = {(x, y, z) ∈ R٣|y٢ + z٢ = ۴x٢}

۴



۵
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