
دیورژانس قضیه ی دوشنبه، م، ی و چهل جلسه ی ١

بود: زیر صورت به گرین قضیه ی شدیم. آشنا استوکس و گرین قضایای با گذشته جلسات در

F =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
∮
c

F · dr =
∮
c

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA

زیر: صورت به استوکس قضیه ی و

F =
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)
∮
c

F ·
−→
dr =

∫∫
S

curlF · −→n dS

است. استوکس قضیه ی از خاص حالت واقع در گرین قضیه ی .١ توجه

−→
F =

(
P (x, y), Q(x, y)

)
عمود ه ی n→−ی = (٠, ٠, ١)

استوکس: قضیه ی به ∮بنا
c

F · dr =
∫

Pdx+Qdy =

∫∫
D

curlF · −→n dA

١



:curlF ∣∣∣∣∣∣∣∣∣محاسبه ی
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q ٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (٠) +−→

j (٠) +
−→
k (Qx − Py)

بالا: فرمول در ذاری ∮جای
F · dr =

∫∫
D

(Qx − Py)dA

جسم که کنید فرض زیراست. صورت به قضیه این پشت شهود م شویم. آشنا دیورژانس قضیه ی با درس ادامه ی در

شده احاطه مایع میزان به بستگ کروی، جسم این سطح از گذرنده شار شود. گذاشته سیال ی سرعت میدان معرض در کروی

محاسبه آن درون حجم روی عددی انتگرال ی با بتوان باید را سطح ی روی برداری انتگرال ی بنابراین دارد. آن درون در

کرد.

دیورژانس قضیه ی ١ . ١

م کنیم: تعریف باشد. برداری میدان ی F =
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)
کنید فرض .٢ تعریف

divF := ∇ · F =
( ∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (P,Q,R) = Px +Qy +Rz

آورید. بدست را F دیورژانس F = xz
−→
i + xyz

−→
j − y

−→
k کنید فرض .٣ مثال

پاسخ.

divF = z + xz + ٠ = z + zx

آنگاه باشد R٣ به R٣ از برداری تابع ی F = (P,Q,R) اگر .۴ توجه

curlF : R٣ → R٣

divF : R٣ → R

(دیورژانس). ۵ ∫∫قضیه
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

divFdv

است. بسته رویه ی ی زیر ل ش

قضیه: شرایط

٢



است. رویه توسط شده احاطه  جسم از بیرون سمت به S جهت .١

سیستم) کل شامل باز ناحیه ی ی (در پیوسته اند. جزئ مشتقات دارای F اجزای .٢

داشته دقت رویه این بودن بسته (به است. بسته و هموار)  رویه های از اجتماع (يعن هموار قطعه ای طور به S رویه ی .٣

است). کرده احاطه کامل طور به را صلب جسم ی واقع در رویه این باشید.

∫∫
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

∇ · Fdv

بیابید. x٢ + y٢ + z٢ = ١ واحدِ کره ی سطح از را F (x, y, z) = z
−→
i + y

−→
j + x

−→
k میدان شار .۶ مثال

مستقیم محاسبه ی با اول. راه ∫∫پاسخ.
S

F · −→n dS

دیورژانس قضیه ی از استفاده با دوم. راه

divF = ١∫∫
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

divFdv =

∫∫∫
E

١dv︸ ︷︷ ︸
کره حجم

=
۴
٣
πr٣

ناحیه ی کننده ی احاطه سطح S کنید فرض و F (x, y, z) = xy
−→
i + (y٢ + exz

٢
)
−→
j + sin(x, y)

−→
k کنید فرض .٧ مثال

بیابید. را
∫∫

S
F · −→n dS باشد. y + z − ٢ و y = ٠ ،z = ٠ صفحات و z = ١ − x٢ استوانه ی به محصور

∫∫پاسخ.
S

F · −→n dS =

∫∫∫
E

divFdv

divF = y + ٢y + ٠ = ٣y

E = {−١ ⩽ x ⩽ ١, ٠ ⩽ y ⩽ ٢ − z, ٠ ⩽ z ⩽ ١ − x٢}∫∫∫
E

divFdv =

∫ ١

−١

∫ ١−x٢

٠

∫ ٢−z

٠
٣ydydzdx

٣



∫ ٢−z

٠
٣ydy =

٣
٢
y٢|٢−z

٠ =
٣
٢
(٢, z)٢ =

٣
٢
(۴ − ٢z + z٢)

٣
٢

∫ ١−x٢

٠
(۴ − ٢z + z٢)dz =

٣
٢
(۴z − z٢ +

z٣

٣
)|١−x٢

٠ =

٣
٢
(
۴(١ − x٢)− (١ − x٢(٢ +

(١ − x٣(٢

٣
)
= ۶(١ − x٢)− ١)٣ − x٢(٢

٢
+

(١ − x٣(٢

٢
با است برابر نهایی ∫حاصل ١

−١

(
۶(١ − x٢)− ١)٣ − x٢(٢

٢
+

(١ − x٣(٢

٢

)
dx = . . .

z =
√
x٢ + y٢ مخروط و x٢ + y٢ + z٢ = ۴ و x٢ + y٢ + z٢ = ١ کره های بین محدود ناحیه ی T کنید فرض .٨ مثال

باشد.

بیابید. را T ناحیه ی حجم .١

احاطه سطح S آن در که بیابید را
∫∫

S
F · ndS آنگاه F =

(
x + z٢ey, y − x sin(xz٢), z + y

١+x٢

)
کنید فرض .٢

بالاست. ناحیه ی کننده ی

پاسخ.

.١

١ ⩽ ρ ⩽ ٢ ٠ ⩽ ϕ ⩽ π

۴
٠ ⩽ θ ⩽ ٢π

T حجم =

∫∫∫
E

dv =

∫ ٢π

٠

∫ π
۴

٠

∫ ٢

١
ρ٢ sinϕdρdϕdθ =∫ ٢π

٠
dθ

∫ π
۴

٠
sinϕdϕ

∫ ٢

١
ρ٢dρ = ٢π(١ −

√
٢

٢
)
٧
٣

.٢

divF = ١ + ١ + ١ = ٣∫∫
S

F · −→n dS =

∫∫∫
T

divFdv = ٣ × T حجم = ١۴π(١ −
√

٢
٢

)

است. T کننده ی احاطه سطح S

۴



درس مرور ١ . ٢

.−→r (t) a ⩽ t ⩽ b معادله ی به c خم ی روی f(x, y, z) عددیِ تابع انتگرال .١

∫
c

fds =

∫
c

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
|r′(t)|dt

ds =
√

dx٢ + dy٢ + dz٢dt = |r′(t)|dt

:t = b تا t = a نقطه ی از خم طول .٢∫
c

ds =

∫ b

a

|r′(t)|dt

.−→r (t) خم روی F (x, y, z) = (P,Q,R) برداری تابع انتگرال .٣

∫
c

−→
F ·

−→
dr =

∫
c

Pdx+Qdy +Rdz =∫ b

a

P
(−→r (t))x′(t)dt+Q

(−→r (t))y′(t)dt+R
(−→r (t))z′(t)dt

رویه روی عددی تابع انتگرال .۴

S : r(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)∫∫
S

fdS =

∫∫
u,v

f
(
r(u, v)

)
|ru × rv|dudv

dS = |ru × rv|dudv

باشیم: داشته را رویه صریح معادله ی اگر

S : z = g(x, y)

dS =
√

١ + g٢
x + g٢

y∫∫
S

fdS =

∫∫
x,y

f
√

١ + g٢
x + g٢

ydxdy

۵



:r(u, v) پارامتریِ معادله ی با رویه ی مساحت .۵∫∫
S

fdS =

∫∫
u,v

|ru × rv|dudv

z = g(x, y) صریح معادله ی با رویه ی مساحت .۶∫∫
S

fdS =

∫∫
x,y

√
١ + g٢

x + g٢
ydxdy

رویه روی برداری توابع انتگرال .٧

∫∫
S

−→
F ·−→n dS =

r(u, v) پارامتری رویه ی
∫∫

u,v
F.(ru × rv)dudv

z = g(x, y) رویه ی
∫∫

(x,y)
F · (−gx,−gy, ١)dxdy =

∫∫
(−Pgx −Qgy +R)dxdy

.٨∫
c

∇f · dr = f(Z)− f(W )

گرین) (قضیه ی .٩∮
c

F · dr︸ ︷︷ ︸
=
∮
c Pdx+Qdy

=

∫∫
D

(Qx − Py)dxdy

استوکس) (قضیه ی .١٠∮
c

F · dr =
∫∫

S

curlF · −→n dS

۶



دیورژانس) (قضیه ی .١١∫∫
S

F · ndS =

∫∫∫
E

divFdv

٧
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