
استوکس قضیه ی شنبه، چهلم، جلسه ی ١

آنگاه باشد، برداری میدان ی F و باشد شده پارامتربندی رویه ی ی r(u, v) اگر که گفتیم .١ ∫∫یادآوری
S

F · ndS =

∫∫
u,v

(F · ru × rv)dudv

F = (P,Q,R)صورت به نظر مورد میدان و باشد z = g(x, y)صریح معادله ی دارای نظر مورد رویه ی اگر که دیدیم همچنین

درم آید: زیر ساده تر صورت به بالا فرمول ∫∫باشد،
S

F · ndS =

∫∫
(x,y)

(−Pgx −Qgy +R)dxdy

م روند. کار به معن ی برای دو هر
∫∫

F.d
−→
S ,

∫∫
F.ndS نمادِ دو که گفتیم همچنین

و z = ١ − x٢ − y٢ سهم وارِ توسط که باشد E صلبِ ناحیه ی مرز S آن در که بیابید را
∫∫

S
F ·

−→
dS انتگرال .٢ مثال

و است شده احاطه z = ٠ صفحه ی

F (x, y, z) = y
−→
i + x

−→
j + z

−→
k

پاسخ.

S١ : z = ١ − x٢ − y٢

rx × ry = (٢x, ٢y, ١)

(x, y) ∈ x٢ + y٢ = ١ ∫∫دایره ی
S

F · −→n dS =∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(x, y, z) · (٢x, ٢y, ١)dxdy =

∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(٢xy + ٢xy + z)dxdy =∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
۴r٢ cos θ sin θ + (١ − r٢)rdrdθ =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
۴r٣ cos θ sin θdrdθ +

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ − r٢)rdrdθ =

١



∫ ٢π

٠
sin θ︸︷︷︸

u

cos θdθ︸ ︷︷ ︸
du

×
∫ ١

٠
۴r٣dr + ٢π

∫ ١

٠
(r − r٣)dr =

(
sin٢ θ

٢
)|٢π٠ × r۴|١٠ + ٢π(r

٢

٢
− r۴

۴
)|١٠ = π

S٢ : z = ٠

rx × ry = (٠, ٠, ١)

م نویسیم: پس است پایین سمت به جهت چون

rx × ry = (٠, ١−,٠)

باشد. احاطه شده جسم از خارج سمت به کل جهتگیری که گرفته ایم نظر در علت این به را پائین جهت که کنید ∫∫دقت
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(x, y, z) · (٠, ١−,٠)dxdy =

∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(���*٠−z)dxdy = ٠

∫∫
S

F · dS =

∫∫
S١

+

∫∫
S٢

= π + ٠ = π

کنید!) حل شد، تمام درس آخر جلسه ی وقت را تمرین (این کنید حل دیورژانس قضیه ی از استفاده با را بالا مثال .٣ تمرین

است برابر S بسته ی رویه ی ی درون در شده احاطه بار گاوس قانون به بنا باشد. تری ال میدان ی E کنید فرض .۴ توجه

با

Q = ϵ٠

∫∫
S

E · −→n dS

آن در که

ϵ٠ ≃ ٨٫ ٨۵۴٢ × ١٢−١٠

است. خلأ گذرده ضریب

کرل ١ . ١

م کنیم: تعریف باشد. برداری میدان ی F (x, y, z) کنید فرض است. پیچش معن به ١ کرل کلمه ی

curlF :=
( ∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z︸ ︷︷ ︸
∇

)
× F

گفته ایم. آن درباره ی ادامه در که است دقیق فرمول برای ساده تر نمایش ی تنها بالا فرمول

که کنید دقت

curlF : R٣ → R٣

١curl

٢



تعیین راست دست قانون از استفاده با curlF جهت آنگاه باشد، مایع ی سرعت میدان F اگر است. برداری میدان ی خود

م دهد. نشان نقطه ی حول چرخش به را مایع این تمایل میزان curlF اندازه ی و م شود

بنویسیم: را کرل دقیق فرمول بیائید

F = (P,Q,R) =
(
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)

)

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i
(∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)
+
−→
j
(
− ∂R

∂x
+

∂P

∂z

)
+
−→
k
(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)

به F تمایل curlF (x, y, z) آنگاه باشد برداری میدان ی F اگر استوکس) (قضیه ی دید خواهیم بعداً که دلایل به .۵ توجه

(نادقیق). م دهد. نشان را (x, y, z) حول چرخش

کنید. حساب را curlF آنگاه .F = xz
−→
i + xyz

−→
j − y٢−→k کنید فرض .۶ مثال

پاسخ.

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xz xyz −y٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (−٢y − xy) +

−→
j (x) +

−→
k (yz)

اگروتنهااگر است پایستار F میدان باشند) پیوسته اول جزئ مشتقات دارای F برداریِ میدانِ اجزاء که صورت (در .٧ توجه

curlF = (٠, ٠, ٠)

∇× F = (٠, ٠, ٠) آنگاه F = (gx, gy, gz) اگر که دید م توان آسان به اثبات.

بیائید است. گرین قضیه ی از تعمیم واقع در استوکس قضیه ی است. مهیا استوکس قضیه ی بیان برای چیز همه حال

کنیم. مرور هم با دوباره را گرین قضیه ی

گرین). (قضیه ی ٨ یادآوری

F (x, y) =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
∮
c

F ·
−→
dr =

∮
c

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dxdy

٣



استوکس قضیه ی ١ . ٢

∫
c

F · dr =
∫∫

S

curl
−→
F · −→n dS

م تواند (یعن است هموار قطعه ای طور به جهتدار رویه ی ی S باشند. داشته پیوسته جزئ مشتقات F اجزای قضیه: شرایط

مثبا جهت است. رویه مرز واقع در و است مثبت جهت در بسته ساده ی منحن c باشد). هموار رویه های از متناه اجتماع

م گیرد. قرار ما چپ سمت در رویه آنگاه است، رویه نرمال بردار سمت به سرمان و م کنیم حرکت منحن روی وقت یعن

م شود. نتیجه استوکس قضیه ی از گرین قضیه ی که دهید نشان .٩ تمرین

استوانه ی و y+ z = ٢ صفحه ی اشتراک محل منحن c و F = (−y٢, x, z٢) آن در که بیابید را
∫
c
F ·dr حاصل .١٠ مثال

م شود. پیموده ساعت عقربه های عکس جهت در بالا از نگاه با که است x٢ + y٢ = ١

پاسخ.

استوکس: قضیه ی بدون اول. پاسخ

c : −→r (t) : (cos t, sin t, ٢ − sin t) ٠ ⩽ t ⩽ ٢π

F = (−y٢, x, z٢)∫
c

F · dr =
∫ ٢π

٠
Pdx+Qdy +Rdz =∫ ٢π

٠
(− sin٢ t)(− sin t)dt+ cos t cos tdt+ (٢ − sin t)٢(− cos t)dt = . . .

استوکس: قضیه ی از استفاده با دوم. ∫پاسخ
c

F · dr =
∫∫

S

curlF · ndS

۴



است. رویه  با استوانه تماس محل آن دور که گرفته ایم نظر در سطح را S که

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y٢ x z٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (٠) +−→

j (٠) +
−→
k (١ + ٢y)

S : z = ٢ − y

n = (٠, ١, ١)∫∫
(x,y)∈x٢+y١⩾٢

(٠, ٠, ١ + ٢y) · (٠, ١, ١)dxdy =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ + ٢r sin θ)rdrdθ = . . .

محصور x٢ + y٢ = ٢y استوانه ی توسط که باشد z =
√

۴ − x٢ − y٢ کره ی نیم از بخش S رویه ی کنید فرض .١١ سوال

است. شده

کنید. محاسبه را
∫∫

S
zdS حاصل آ.

بیابید. را
∫
c
F · dr آنگاه کره) قائم به نسبت مثبت جهت (در باشد بالا رویه ی مرز c و F = (−y, x, z) اگر ب.

آ. پاسخ.

∫∫
S

fdS =

∫∫
S

f |ru × rv|dudv

صورت به صریح ضابطه ی اینجا در

z = g(x, y)

درم آید: زیر صورت به بالا انتگرال پس ∫∫داریم.
(x,y)

f
√

g٢
x + g٢

y + ١dxdy

gx =
−٢x

٢
√

۴ − x٢ − y٢ gy =
−٢y

٢
√

۴ − x٢ − y٢

dS =
√
g٢
x + g٢

y + ١dxdy =

√
۴x٢ + ۴y٢

۴(۴ − x٢ − y٢)
+ ١dxdy =

۵



√
x٢ + y٢ + ۴ − x٢ − y٢

(۴ − x٢ − y٢)
dxdy =

√
۴

۴ − x٢ − y٢dxdy∫∫
(x,y)

zdS =

∫∫ √
۴ − x٢ − y٢

√
۴

۴ − x٢ − y٢dxdy =

∫ π
٢

−π
٢

∫ ٢ sin θ

٠
٢rdrdθ =

∫ π
٢

−π
٢

۴ sin٢ θdθ =

۴
∫ π

٢

−π
٢

١ − cos ٢θ
٢

dθ = . . .

∫ب.
F · dr =

∫∫
S

curlF · −→n dS

curlF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y x z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (٠) +−→

j (٠) +
−→
k (١ + ١) = ٢

−→
k

∫∫
curlF · ndS =

∫∫
S

(−gx,−gy, ١) · (٠, ٠, ٢)dS =

∫∫
S

٢dS = . . .

کرده ایم. حساب سوال قبل قسمت در را بالا انتگرال

۶
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