
چهارشنبه نهم، و سͬ جلسه ی نیم ١

شدیم: آشنا رویه ها روی عددی توابع از انتگراگیری با قبل جلسه ی ∫∫در
S

fdS =

∫∫
u,v

f
(−→r (u, v))|−→r u ×−→r v|dudv

است: زیر رویه سه شامل S آن در که بیابید را
∫∫

S
zdS .١ مثال

x٢ + y٢ = ١ استوانه ی بغل، از .١

z = ٠ صفحه ی در x٢ + y٢ = ١ دایره ی به محدود ͷدیس زیر، از .٢

z = ١ + x صفحه ی بالا، از .٣

پاسخ.

:S٢ پارامتربندی

r(θ, z) = (cos θ, sin θ, z) ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π, ٠ ⩽ z ⩽ ١ + x = ١ + cos θ

rθ(θ, z) = (− sin θ, cos θ, ٠)

rz(θ, z) = (٠, ٠, ١)

−→r θ ×−→r z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

− sin θ cos θ ٠

٠ ٠ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−→
i (cos θ) +

−→
j (sin θ) + ٠

−→
k

|−→r θ ×−→r z| = ١∫∫
S٢

fdS =

∫ ٢π

٠

∫ ١+cos θ

٠
zdzdθ = . . .

شده داده z = g(x, y) معادله ی با سطحͬ اگر که گفتیم است. z = ٠ معادله ی دارای سطح این ͬ پردازیم. م S١ سطح̧ به حال

.dS =
√

g٢
x + g٢

y + ١dudv آنگاه ∫∫باشد، 
S١

fdS =

∫∫
u,v

z |−→r u ×−→r v|︸ ︷︷ ︸√
١+g٢

x+g٢
y

dudv

∫∫
S١

٠ × ١dA = ٠

١



است. صفر با برابر z مقدار S١ سطح̧ در که کنید دقت

است. z = g(x, y) صورت به معادله ای دارای هم سطح این ͬ پردازیم. م S٣ سطح به حال

S٣ : (x, y,
g(x,y)

١ + x)

z = g(x, y) → |−→r u ×−→r v| =
√

g٢
x + g٢

y + ١ =
√

١ + ١ =
√

٢∫∫
S٣

zdS =

∫∫
(١ + x)

√
٢dxdy =

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ + cos θ)

√
٢rdrdθ = . . .

ͬ کنم: م یادآوری را z = g(x, y) فرم̧ به رویه های پارامتربندی نحوه ی دوباره .٢ یادآوری

S : z = g(x, y)

S رویه ی پارامتربندی : −→r (x, y) =
(
x, y, g(x, y)

)
|−→r x ×−→r y| =

√
١ + g٢

x + g٢
y

dS =
√

١ + g٢
x + g٢

ydA

رویه ها روی برداری توابع از انتگرالͽیری ١ . ١

توپ ͷی مثال برای باشد. مشخص روی و پشت دارای رویه، این که کنید فرض یعنͬ باشد. جهتدار رویه ی ͷی S کنید فرض

باشد. برداری میدان ͷی F (x, y, z) = (P,Q,R) کنید فرض باشد. شده نیم دو وسط از که ͬͺپلاستی

.S رویه ی از گذرنده  F میدان شار محاسبه ی .٣ هدف

٢



١ مساحت به سحطͬ سطح، واحد از (منظور ͬ شود م محاسبه زیر صورت به سطح واحد از گذرنده شار که کنید دقت

است):

F · −→n

با است برابر dS ِͷکوچ سطح از گذرنده شار پس است. عمود یͺه ی بردار −→n از منظور بالا در

(F · −→n )dS.

ͬ کنیم: م تعریف کنیم. جمع هم با را ͷکوچ شارهای این تمام باید S سطح̧ از گذرنده شار محاسبه  برای پس

∫∫
S

F ·
−→
dS =

∫∫
S

(F · −→n )

عددی مقدار
↑
dS

باشد. شده داده زیر معادله ی با S رویه ی کنید فرض

r(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
n→−یͺه =

−→r u ×−→r v

|−→r u ×−→r v|

∫∫
S

F ·
−→
dS =

∫∫
(u,v)

−→
F ·

−→r u ×−→r v

|−→r u ×−→r v|
|−→r u ×−→r v|dudv =

∫∫
(u,v)

F · (−→r u ×−→r v)dudv

سپس و ͬ کنیم م انتخاب رویه برای را مشخص جهت ͷی نخست رویه، ͷی روی برداری توابع از انتگرالͽیری برای .۴ توجه

و شود عوض پیوسته صورت به رویه روی که است جهتͬ منظور، ͬ کنیم. م حساب را رویه از گذرنده شار جهت، آن به نسبت

جهت ͷی خود به خود صورت به فرمول، این ͬ کنیم، م استفاده n = ru × rv فرمولِ از وقتͬ نکند. تغییر ناگهانͬ صورت به

پیوسته ا ند. ru, rv توابع که کرده ایم فرض زیرا ͬ دهد،  م دست به رویه برای را مشخص

بیابید. x٢ + y٢ + z٢ = ١ کره ی سطح از را F (x, y, z) = z
−→
i + y

−→
j + x

−→
k میدان شار .۵ مثال

پاسخ.
−→r (θ, ϕ) = (sinϕ cos θ, sinϕ sin θ, cosϕ)

rθ × rϕ = (sin٢ ϕ cos θ, sin٢ ϕ sin θ, sinϕ cosϕ)∫∫
S

(z, y, x) · (sin٢ ϕ cos θ, sin٢ ϕ sin θ, sinϕ cosϕ)dϕdθ =

٣



∫ ٢π

٠

∫ π

٠
(cosϕ, sinϕ sin θ, sinϕ cos θ) · (sin٢ ϕ cos θ, sin٢ ϕ sin θ, sinϕ cosϕ)dϕdθ =∫ ٢π

٠

∫ π

٠
(sin٢ ϕ cos θ cosϕ) + (sin٣ ϕ sin٢ θ) + (sin٢ ϕ cos θ cosϕ)dϕdθ =

∫ ٢π

٠

∫ π

٠
sin٢ ϕ cos θ cosϕdϕdθ =

�������*
٠∫ ٢π

٠
cos θdθ ×

∫ π

٠
sin٢ ϕ︸ ︷︷ ︸

u٢

cosϕdϕ︸ ︷︷ ︸
du

شما. عهده ی به بالا سوال انتگرالهای محاسبه ی

ͬ کنم م یادآوری را انتگرال دو محاسبه ی نحوه ی ١ ریاضͬ درس از بالا، سوال حل ادامه ی برای .۶ ∫توجه
sin٣ ϕdϕ =

∫
sin٢ ϕ sinϕdϕ =

∫
(١ − cos٢ ϕ) sinϕ =

∫
−(١ − u٢)du = . . .

∫
sin٢ xdx =

∫
(١ − cos(٢x)

٢
)dx = . . .∫

cos٢ xdx =

∫
(١ + cos(٢x)

٢
)dx = . . .

و z = ١ − x٢ − y٢ ͬ وار سهم توسط که باشد E صلب ناحیه ی مرز S آن در که بیابید را
∫∫

S
F ·

−→
dS انتگرال .٧ مثال

است. شده احاطه z = ٠ صفحه ی

F (x, y, z) = y
−→
i + x

−→
j + z

−→
k

پاسخ.

آنگاه S : z = g(x, y) اگر .F = (P,Q,R) کنید فرض .٨ ∫∫توجه
S

F ·
−→
dS =

∫∫
(x,y)

(−Pgx −Qgy +R)dxdy

ru × rv = (−gx,−gy, ١)

۴



شدیم: آشنا زیر انتگرال با جلسه این ∫∫در
S

F.ndS =

∫∫
F.
−→
dS

ͷی هر تعریف شده ایم. آشنا زیر انتگرالهای با آخر جلسه ی چند این طͬ در باشید. داشته دقت بالا نمادگذاری دو هر به

کنید: مرور خود برای ∫را
c

fdr

∫
c

F.dr∫∫
S

fdS

∫∫
S

F.ndS

برداری تابع رویه ، روی عددی تابع خم، روی برداری تابع خم، روی عددی تابع هستند: صورت بدین انتگرالها این نامهای

رویه. روی

۵
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