
(٩٧/٢/٣١) دوشنبه هشتم، و س جلسه ی ١

است. ساعت های عقربه خلاف جهت در و D ی ناحیه مرز c که کنید محاسبه را
∮
c
y٢dx+ ٣xydy .١ مثال

گرین: ی قضیه به بنا ∮پاسخ.
c

y٢︸︷︷︸
P

dx+ ٣xy︸︷︷︸
Q

dy =

∫∫
D

(٣y − ٢y)︸ ︷︷ ︸
y

dA =

∫ π

٠

∫ ٢

١
r(sin θθ)rdrdθ =

∫ π

٠
sin θ ×

∫ ٢

١
r٢dr = ...

گرین قضیه ی از برعکس استفاده ی ١ . ١

: D ناحیه ی مساحت محاسبه ی

∫∫
D

١dA =

∫∫
D

(Qx − Py)dA =

∮
c

xdy = −
∮
c

ydx =

∮
c

١
٢
y︸︷︷︸

P

dx+
١
٢
x︸︷︷︸

Q

dy

کنید. محاسبه را x٢

a٢ +
y٢

b٢ = ١ بیض مساحت .٢ مثال

پاسخ.

١



∫∫
D

١dA =
١
٢

∮
c

−ydx+ xdy

c : −→r (t) : (a cos θ, b sin θ) ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π∫∫
D

١dA =
١
٢

∫ ٢π

١
(b sin θ)a sin θ + a cos θb cos θ)dθ =

١
٢

∫ ٢π

١
abdθ =

١
٢
ab× ٢π = πab

کرد: استفاده زیر صورت به نیز حفره دار نواح روی انتگرال محاسبه ی برای م توان گرین قضیه ی از

اثبات.

D١
∪

D٢ = D , c′١
∪

c”١ = c١ , c′٢
∪

c”٢ = c٢

D :

∮
c١

∪
c٢

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA

D١ :

∮
c′١

∪
c′٢

∪
c٣

∪
c۴

Pdx+Qdy =

∫∫
D١

(Qx − Py)dA

D٢ :

∮
c”١

∪
c”٢

∪
(−c٣)

∪
(−c۴)

Pdx+Qdy =

∫∫
D٢

(Qx − Py)dA

بالا: تساوی های طرف دو جمع ∫∫با
D

(Qx − Py)dA =

∮
c

Pdx+Qdy

٢



رویه روی انتگرالهای ١ . ٢

داریم: خم روی یری انتگرال نوع دو که دیدیم و شده ایم آشنا خم روی انتگرالهای با کنون تا

خم روی عددی توابع انتگرال (١∫
c

fds =

∫
f(r(t))r′(t)dt

خم روی برداری توابع انتگرال (٢∫
c

F.Tds =

∫
c

F.r′(t)dt =

∫
Pdx+Qdy +Rdz

که کردیم بررس همچنین

∫
c

fds =

∫
−c

fds∫
c

F.dr = −
∫
−c

F.dr

شویم: آشنا رویه ها روی یری انتگرال نوع دو با است قرار درس ادامه ی در

ها رویه روی عددی توابع از یری انتگرال (١

ها رویه روی برداری توابع از یری انتگرال (٢

شویم: آشنا پارامتری رویه های با است لازم آن از پیش

پارامتری های رویه ١ . ٢ . ١

کرد: بندی پارامتر زیر صورت به م توان را خمها که گفتیم .٣ یادآوری

c : r(t) = (x(t), y(t), z(t)) a ⩽ t ⩽ b

م شود: داده زیر معادله ی مانند برداری معادله ای توسط پارامتری رویه ی ی نیازمندیم. متغیر دو به رویه ها پارامتربندی برای

−→r (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) a ⩽ u ⩽ b , c ⩽ v ⩽ d

م توان را یادشده رویه ی (c ⩽ y ⩽ d و a ⩽ x ⩽ b کنید بنویسید.(فرض را z = f(x, y) رویه ی پارامتری معادله ی .۴ مثال

کرد: پارامتربندی صورت بدین

−→r (x, y) = (x, y, f(x, y)) a ⩽ x ⩽ b c ⩽ y ⩽ d

٣



کنید. بندی پارامتر را ١ شعاع به ای کره .۵ مثال

پاسخ.

ρ = ١

−→r (φ, θ) = (ρ sinφ cos θ, ρ sinφ sin θ, cosφ) = (sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ)

٠ ⩽ θ ⩽ ٢π , ٠ ⩽ φ ⩽ π

ها رویه روی عددی توابع انتگرال ١ . ٢ . ٢

باشد. تابع ی f(x, y, z) : R٣ → R کنید فرض

گرفته اشتباه خمها روی انتگرال با تا کرده ایم استفاده S حرف بزرگ حالت از که کنید دقت
∫∫

S
f(x, y, z)dS تعریف هدف:

نشود.

−→r١ : −→r (u٠, v٠ +∆v)−−→r (u٠, v٠) ≈ ∆vrv

−→r٢ : −→r (u٠ +∆u, v٠)−−→r (u٠, v٠) ≈ ∆uru

dS = |ru × rv|dudv

م کنیم: تعریف ∫∫حال
S

f(x, y, z)dS =

∫∫
u, v دامنه ی متغیرهای

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))|ru × rv|dudv

با: است برابر S ی رویه مساحت .۶ ∫∫نتیجه
S

dS =

∫∫
D

|ru × rv|dudv

۴



است. x٢ + y٢ + z٢ = ١ ی کره S آن در که کنید محاسبه را
∫∫

S
x٢dS حاصل .٧ مثال

کنیم. پارامتربندی را نظر مورد کره ی باید نحست پاسخ.

r(θ, φ) = (sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ) ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π , ٠ ⩽ φ ⩽ π

dS = |rφ × rθ|dφdθ

rφ(θ, φ) = (cosφ cos θ, cosφ sin θ,− sinφ)

rθ(θ, φ) = (− sinφ sin θ, sinφ cos θ, ٠)

rφ × rθ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

cosφ cos θ cosφ sin θ − sinφ

− sinφ sin θ sinφ cos θ ٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−→
i (+ sin٢ φ cos θ)−−→

j (− sin٢ φ sin θ) +
−→
k (sinφ cosφ cos٢ θ + cosφ sinφ sin٢ θ)︸ ︷︷ ︸

cosφ sinφ

|rφ × rθ| =
√
sin۴ φ cos٢ θ + sin۴ φ sin٢ θ + cos٢ φ sin٢ φ =√

sin۴ φ (cos٢ θ + sin٢ θ)︸ ︷︷ ︸
١

+cos٢ φ sin٢ φ =
√

sin٢ φ(sin٢ φ+ cos٢ φ) = sinφ

⇒
∫∫

S

x٢dS =

∫ π

٠

∫ ٢π

٠
(sinφ cos θ)٢ sinφdθdφ =

∫ π

٠
sin٣ φdφ︸ ︷︷ ︸

A

×
∫ ٢π

٠
cos٢ θdθ︸ ︷︷ ︸
B

A =

∫
sin٢ φ(sinφ)dφ =

∫
(١ − cos٢ φ)︸ ︷︷ ︸

١−u٢

(sinφ)dφ︸ ︷︷ ︸
du

= ...

B =

∫
١ + cos ٢θ

٢
dθ = ...

کنید. محاسبه را واحد کره ی مساحت .٨ تمرین

داریم: آنگاه باشد. z = f(x, y) صریح معادله ی دارای نظر مورد رویه ی کنید فرض

r(x, y) = (x, y, f(x, y))

rx(x, y) = (١, ٠, fx) ry(x, y) = (٠, ١, fy)

rx × ry =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

١ ٠ fx

٠ ١ fy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = i(−fx)− j(fy) + k(١) = (−fx,−fy, ١)

dS =
√

١ + f٢
x + f٢

y︸ ︷︷ ︸
اندازه ی بردار گرادیان

dxdy

۵



ی رویه S آن در که کنید حساب را
∫∫

S
ydS .٩ مثال

z = x+ y٢ ٠ ⩽ x ⩽ ١ , ٠ ⩽ y ⩽ ٢

باشد.

پاسخ.

dS =
√

١ + (١)٢ + (٢y)٢dxdy∫∫
S

ydS =

∫ ٢

٠

∫ ١

٠
y
√

٢ + ۴y٢dxdy =

∫ ٢

٠
y
√

٢ + ۴y٢︸ ︷︷ ︸
u

dy =

∫ √
u

٨
du =

٢
٣
u

٣
٢

٨
|٢٠ =

√
٢

١٢

م کنم. زاری سپاس جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیرجزی خانم از

۶
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