
گرین قضیه ی شنبه، هفتم، و سͬ جلسه ی ١

از x = ۴ − y٢ سهمͬ و (٠, ٢) تا (−۵,−٣) از خط پاره ͷی شامل c آن در که کنید محاسبه را
∫
c
y٢dx+ xdy .١ تمرین

است. (٠, ٢) تا (−۵,−٣)

∫پاسخ.
c

□ =

∫
c١

□+

∫
c٢

□

−→r ١(t) : (−۵,−٣) + (۵, ۵)t = (−۵ + ۵t︸ ︷︷ ︸
x(t)

,−٣ + ۵t︸ ︷︷ ︸
y(t)

) ٠ ⩽ t ⩽ ١

∫
c١

y٢dx+ xdy =

∫
c١

y٢dx︸ ︷︷ ︸
A

+

∫
c١

xdy︸ ︷︷ ︸
B

x = −۵ + ۵t ⇒ dx = ۵dt

A =

∫
c١

y٢dx =

∫ ١

٠
(−٣ + ۵t)٢۵dt = (−٣ + ۵t)

٣
|١٠ = . . .

B =

∫
c١

xdy =

∫ ١

٠
(−۵ + ۵t)۵dt = . . .

−→r ٢(t) : (۴ − t٢, t)∫
c٢

y٢dx+ xdy =

∫ ٢

−٣
(t٢)(−٢t)dt+ (۴ − t٢)dt = . . .

با است برابر
∫
c
y٢dx+ xdy انتگرال ∫حاصل

c١

y٢dx+ xdy +

∫
c٢

y٢dx+ xdy

ͬ گذارم. م دانشجو عهده ی به را محاسبات انجام و بالا پاسخ تکمیل

است: زیر برداری صورت دارای قبل سوال ∫انتگرال
c

(

P
↑
y٢,

Q

↑
x) · dr

نیست. پایستار نظر مورد برداری میدان قبل سوال در پس است، پایستار برداری میدا Qx = Py اگر اگر که گفتیم

١



آنگاه −→r (t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
و باشد برداری میدان ͷی F = (P,Q,R) اگر .٢ ∫یادآوری

c

F · dr =
∫
c

Pdx+Qdy +Rdz

و F (x, y, z) = xy
−→
i + yz

−→
j + zx

−→
k آن در که کنید حساب را

∫
c
F · dr .٣ مثال

c = −→r (t) =


x = t

y = t٢

z = t٣

٠ ⩽ t ⩽ ١.

∫پاسخ.
c

F · dr =
∫
c

xydx+ yzdy + zxdx =

∫ ١

٠
(t× t٢)dt+

∫ ١

٠
(t٢ × t٢(٣tdt+

∫ ١

٠
(t٣ × t)٣t٢dt = . . .

است؟ پایستار F (x, y) = (٣ + ٢xy)−→i︸ ︷︷ ︸
P (x)

+(x٢ − ٢y٢)
−→
j︸ ︷︷ ︸

Q(x)

میدان آیا که کنید تعیین .١ .۴ سوال

پاسخ.

Qx = ٢x , Py = ٢x Qx = Py

است. پایستار F میدان بنابراین

.∇f = F که بیابید چنان f : R٢ → R تابع ͷی .٢

پاسخ.

F (P,Q) = ∇f = (fx(x, y), fy(x, y))

fx(x, y) = ٣ + ٢xy ⇒ f(x, y) = ٣x+ x٢y + g(y)

fy(x, y) = x٢ − ٣y٢

با است برابر y حسب بر f(x, y) = ٣x+ x٢y + g(y) مشتق

x٢ + g′(y) = x٢ − ٣y٢ ⇒ g′(y) = −٣y٢ ⇒ g(y) = −y٣ + k

بنابراین

f(x, y) = ٣x+ x٢y − y٣ + k

٢



شده داده ٠ ⩽ t ⩽ π −→r (t) = (et sin t, et cos t) برداری معادله ی توسط c آن در که بیابید را
∫
c
F · dr حاصل .٣

است.

پاسخ.

F (x, y) = (٣ + ٢xy)−→i + (x٢ − ٣y٢)
−→
j∫

c

F · dr =
∫
c

Pdx+Qdy =

∫ π

٠
٣ + ٢et sin tet cos td(et sin t)dt+ . . .

که ͬ دانیم م اما است دشوار بسͬ بالا انتگرال ∫محاسبه ی
c

F · dr =
∫
c

∇f · dr = f(انتهایی −(نقطه ی f(شروع (نقطه ی

f(x, y) = ٣x+ x٢y − y٣ + k

.(٠,−eπ) با است برابر پایان نقطه ی و (٠, ١) با است برابر c شروع ∫نقطه ی
c

F · dr = f(٠,−eπ)− f(٠, ١) = . . .

گرین قضیه ی ١ . ١

D و باشد مثبت جهت در جهتدار و ساده هموار، قطعه ای طور به بسته ی خم ͷی c کنید فرض .(١ گرین (قضیه ی ۵ قضیه

قطع انتهائͬ نقطه ی در تنها را خودش نظر مورد خم که این یعنͬ بودن ساده که کنید دقت باشد. c توسط شده احاطه ناحیه ی

چپمان سمت در آن توسط شده احاطه ناحیه ی کنیم، حرکت روی به خم جهت در وقتͬ یعنͬ مثبت جهت در بودن جهتدار کند.

هستند. خمها اینگونه برای مطلوب نمونه های ٢و٣و۴ عکسهای گیرد. قرار

١Green’s theorem

٣



آنگاه باشند. داشته D شامل باز  مجموعه ی ͷی در پیوسته جزئͬ مشتقات Q و P کنید ∮فرض
c

Pdx+Qdy︸ ︷︷ ︸
F ·dr

=

∫∫
D

(Qx − Py)dA

∫
c

F · dr︸ ︷︷ ︸
انتگرال از یͷ تابع برداری روی خم مرزی

=

∫∫
D

(
Qx(x, y)− Px(x, y)

)
dxdy︸ ︷︷ ︸

انتگرال دوگانه روی ناحیه ی احاطه شده توسط خم

آنگاه باشند،  صفر c روی P,Q کنید فرض .۶ ∫∫توجه
(Qx − Py)dA = ٠

بیابید. شده کشیده مسیر به توجه با را زیر انتگرال .٧ ∮مثال
c

x۴dx+ xydy

پاسخ.

P (x, y) = x۴ , Q(x, y) = xy

Py(x, y) = ٠, Qx(x, y) = y∫
c

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA

۴



∫∫
D

ydy =

∫ ١

٠

∫ ١−x

٠
ydydx

∫ ١−x

٠
ydy =

y٢

٢
|١−x
٠ =

(١ − x)٢

٢∫ ١

٠

(١ − x)٢

٢
dx = −(١ − x)٣

۶
|١٠ =

١
۶

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٨ ∮مثال
c

(٣y − esinx)dx+ (٧x+
√
y۴ + ١)dy

c : x٢ + y٢ = ٩

P (x, y) = ٣y − esinx

Q(x, y) = ٧x+
√
y۴ + ١

Py(x, y) = ٣ , Qx(x, y) = ٧∮
Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA∫∫
D

۴dA = ۴
∫∫

D

dA︸ ︷︷ ︸
دایره مساحت

=

۴
∫ ٢π

٠

∫ ٣

٠
rdrdθ = ۴π × ٣٢

کند احاطه را مبدأ که مثبت جهت در بسته ساده ی منحنͬ هر روی که دهید نشان F (x, y) = −y
−→
i +x

−→
j

x٢+y٢ کنید فرض .٩ مثال

∫داریم:
c

F · dr = ٢π

قضیه ی از راحتͬ به دلخواه منحنͬ هر روی ͬ توان نم پس است. نشده تعریف مبدأ در انتگرال تحت تابع که کنید دقت پاسخ.

کوچͺتر منحنͬ ͷی است. شده داده نشان آبی رنگ به زیر شͺل در که بͽیرید نظر در را c دلخواه منحنͬ کرد. استفاده گرین

۵



مورد تابع برداری انتگرال که است این دادن نشان هدفمان ͬ نامیم. م c١ را آن که کرده ایم رسم سبز رنگ به آن داخل در جهتدار

ͬ کنیم: م محاسبه را زیر انتگرال کار این برای است. برابر هم با شده رسم منحنͬ دو روی ∫نظر،
c∪(−c١)

Pdx+Qdy

محاسبه ی برای ͬ کند، م صدق گرین قضیه ی شرایط در ناحیه این در و است شده تعریف خم دو بین ناحیه ی در F تابع که آنجا از

ͬ کنیم: م استفاده خمها بین ناحیه ی روی گرین، قضیه ی از بالا انتگرال

Q(x, y) =
x

x٢ + y٢ ⇒ Qx(x, y) =
(x٢ + y٢)− ٢x٢

(x٢ + y٢)
=

y٢ − x٢

(x٢ + y٢(٢

P (x, y) =
−y

x٢ + y٢ ⇒ Py(x, y) =
y٢ − x٢

(x٢ + y٢(٢

Qx = Py ⇒
∫
c∪(−c١)

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py)dA = ٠

⇒
∫
c

F · dr =
∫
c١

F · dr

مبدأ شامل دلخواه c٢ و c١ خم هر برای که ͬ شود م نتیجه گفتیم بالا در آنچه از .١٠ ∫توجه
c١

Fdr =

∫
c٢

Fdr

این دوی هر روی انتگرال کردیم ثابت بالا در آنچه بر بنا آنگاه بͽیریم. نظر در c١, c٢ از کوچͺتر c٣ خم ͷی که است کافͬ

مقدار دانستن برای است، برابر هم با خم ها تمام روی نظر مورد انتگرال که آنجا از حال است. c٣ روی انتگرال با برابر خمها

است کافͬ انتگرال، ∫این
c

F · dr

کنیم. محاسبه (cos t, sin t)٠ ⩽ t ⩽ ٢π ساده ی خم روی را

۶



مورد انتگرال پس است. نشده تعریف مبدأ در تابع زیرا کرد استفاده گرین قضیه ی از ͬ توان نم باز نیز اینجا در که کنید دقت

ͬ کنیم. م حساب تعریف از استفاده با را نظر

∫
c۴

F · dr =
∫
c۴

Pdx+Qdy =

∫
c۴

−y

x٢ + y٢dx+
x

x٢ + y٢dy =

∫ ٢π

٠
− sin t(− sin t)dt+ cos t(cos t)dt =

∫ ٢π

٠
sin٢ tdt+ cos٢ tdt = ٢π

کردیم: استفاده حفره دار نواحͬ برای گرین قضیه ی از بالا مثال در

کنید) توجه خمها جهت (به است درست زیر ناحیه ی مانند حفره دارای مقادیر برای گرین قضیه ی دهید نشان .١١ ∫تمرین
c١∪c٢

F · dr =
∫∫

D

(Qx − Py)dA

بعد: جلسه ی موضوعات

رویه روی عددی توابع انتگرال .١

(شار) رویه روی برداری توابع انتگرال .٢
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