
چهارشنبه ششم، و س جلسه ی نیم ١

از x = ۴ − y٢ سهم و (٠, ٢) تا (−۵,−٣) از خط پاره اجتماع c آن در که کنید محاسبه را
∫
c
y٢dx + xdy .١ تمرین

است. (٠, ٢) تا (−۵,−٣)

ندارد: بستگ خم جهت به خم، ی روی عددی تابع ی انتگرال .٢ ∫توجه
c

f
(−→r (t))ds = ∫

−c

f
(−→r (t))ds

نیست. مستقل منحن جهت از زیر انتگرال اما است. مستقل منحن جهت از بالا انتگرال ∫یعن
c

fdx = −
∫
−c

fdx

است. برقرار هم dz و dy به شونده ختم انتگرالهای برای گفته همین

جهت به dx ، دوم در اما است، مثبت همواره که م شوند ضرب ds در تابع مقادیر اول انتگرال در که است این علت

دقیقتر: بیان به دارد. بستگ

c : −→r (t) : a ⩽ t ⩽ b

f(x, y) : R٢ → R∫
c

fds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt∫

−c

fds =

∫ a

b

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt∫

c

f
(
x, y

)
dx =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt∫

−c

f
(
x, y

)
dx =

∫ a

b

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt = −

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt

آشنا خمها روی برداری توابع از یری انتگرال نحوه ی با ادامه در شدیم. آشنا خم روی عددی توابع از یری انتگرال با پس

م شویم:

برداری توابع از خم) (روی خط روی یری انتگرال ١ . ١

جهت در نیروی ضرب حاصل با است برابر کار که م دانیم باشد. جابجایی بردار T و باشد نیرو بردار ی F کنید فرض

. جابجائ میزان در حرکت

کار w = |F | cos θ|T | = F · T

١



جابجائ این ط شده، انجام کار محاسبه ی هدفمان کند. جابجا c منحن روی را جسم F نیروی میدان که کنید فرض حال

است.

c : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b

شده. انجام کار محاسبه ی .٣ هدف

ول ds با باشد برابر قطعه هر در جابجائ میزان که م کنیم فرض و م کنیم بندی تقسیم ds طولهای با را نظر مورد منحن

باید شده انجام کار کل محاسبه ی برای است. منحن بر مماس ه ی ی بردارِ T از منظور که ،T با باشد برابر جابجائ جهت

بزنیم: جمع هم با را کوچ کارهای این ∫تمام
c

(F · T︸︷︷︸
مماس ه ی ی بردار

)ds = c منحن مسیر در F میدان توسط شده انجام کار

که کنید توجه نخست کنیم؛ بازنویس منحن پارامتربندی حسب بر را بالا فرمول بیائید حال

مماس ه ی ی Tبردار =
−→r ′(t)

|−→r ′(t)|

همچنین:

ds = |−→r ′(t)|dt

٢



∫پس:
c

(F · T )ds =
∫ b

a

F · −→r ′(t)

|−→r ′(t)|
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

F · −→r ′(t)dt =

∫ b

a

F · dr

کنید. توجه بالا انتگرال در داخل ضرب علامت به
−→r ′(t) =

(
x′(t), y′(t)

)
Fو = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j کنید فرض نوشت: نیز زیر گسترده ی صورت به م توان را بالا فرمول

∫آنگاه b

a

F · dr =
∫
c

P dx︸︷︷︸
x′(t)dt

+Q dy︸︷︷︸
y′(t)dt

دیده اید. را بالا راست سمت انتگرال محاسبه ی نحوه ی جلسه، همین ابتدای تمرین در

.۴ خلاصه

برداری Fمیدان =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
cخم : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b∫

c

F · Tds =
∫
c

F · dr =
∫
c

Pdx+Qdy

نیروی میدان توسط شده انجام کار .۵ مثال

F (x, y) = x٢−→i − xy
−→
j

دایره ی روی را ذره ای که

(cos t, sin t) ٠ ⩽ t ⩽ π

٢
بیابید. م کند، جابجا

پاسخ.

P (x, y) = x٢

Q(x, y) = −xy

−→r (t) =
(
x(t), y(t)

)
= (cos t, sin t)

dx = x′(t)dt = − sin tdt

٣



dy = y′(t)dt = cos tdt∫
c

Pdx =

∫
c

x٢dx =

∫ π
٢

٠
cos٢(t)

(
sin t

)
dt = محاسبه به عهده ی شما = A∫

c

Qdy =

∫
c

−xydy =

∫ π
٢

٠
(− cos t)(sin t)(cos t)dt = B∫

c

F · dr = A+B

م کنیم: عمل مشابه طور به نیز R٣ روی برداری توابع برای .۶ ∫توجه
c

F.dr =

∫
c

Pdx+Qdy

∫
c

F.dr =

∫
c

Pdx+Qdy +Rdz F = (P,Q,R)

که: دیده اید ١ ریاض در .٧ ∫یادآوری b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

که: م شود نتیجه بالا فرمول از

c : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b∫
c

∇f · dr =
∫
c

fxdx+ fydy + fzdz = f
(−→r (b))− f

(−→r (a))
= f(نقطه ی انتهائ خم)− f(نقطه ی ابتدائ خم)

م رسیم: زیر جالب نتیجه ی به پس

فوق انتگرال و دارد بستگ c انتهایی و ابتدائ نقاط به تنها
∫
c
F · dr آنگاه باشد پایستار برداری میدان ی f اگر .٨ توجه

است. صفر بسته مسیر های روی

۴



توابع انتگرال همچنین دارد). بستگ مسیر انتهای و ابتدا به (فقط است مستقل مسیر از پیوستار برداری توابع انتگرال

است. صفر با برابر بسته مسیرهای روی پیوستار

خیر؟ یا است پیوستار شده داده برداری میدان ی که دهیم تشخیص م توانیم کجا از حال

باشد. پایستار برداری میدان ی F = (P,Q) کنید فرض

∃ f︸︷︷︸
عددی تابع

P = fx Q = fy

∂P

∂y
= fxy = fyx =

∂Q

∂x

اگر تنها و اگر است پایستار F =
(
P (x, y), Q(x, y)

)
برداری میدان ١ مشخص، شرایط تحت واقع در

∂P

∂y
=

∂Q

∂x

روی دوگانه انتگرال ی از استفاده با را مسیر ی روی برداری تابع ی انتگرال م توان گاه که دید خواهیم آینده جلسه ی در

کرد. حساب مسیر آن توسط شده احاطه ناحیه ی

گرین قضیه ی ١ . ٢

کرد: خواهیم صحبت گرین قضیه ی درباره ی آینده جلسه ی در

F = (P,Q)

با است برابر c بسته ی مسیر روی ∮انتگرال
c

F · dr =
∫∫

D

(∂Q
∂x

− ∂P

∂y

)
dA

باشند. پیوسته اول جزئ مشتقات دارای P,Q ناحیه، این در و باشد شده تعریف ساده همبند ناحیه ی ی روی نظر مورد برداری ١تابع

۵
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