
ͬ وپنجم س جلسه ی ١

کنیم. صحبت زیر) توابع (مانند برداری میدانهای درباره ی قبل جلسه ی در

F : R٢ → R٢

G : R٣ → R٣

که باشد موجود f : R٢ → R عددی تابع هرگاه ͬ خوانیم م پایستار را F : R٢ → R٢ برداری میدان ͷی که گفتیم

F = ∇f = (fx, fy)

پیش دهیم. تشخیص را برداری میدان ͷی بودن پایستار ͬ توانیم م آن وسیله ی به که کرد خواهیم معرفͬ ͬͺمح آینده درسهای در

ͬ پردازیم. م عددی توابع به و ͬ کنیم م رها را برداری توابع بحث فعلا́ داریم. مقدماتͬ به نیاز آن از

عددی توابع از خطͬ انتگرالͽیری ١ . ١

برداری معادله ی با که باشد R٢ در هموار خم ͷی c کنید فرض

−→r (t) a ⩽ t ⩽ b

که ͬ کنیم م فرض باشد. شده داده

∀t ∈ [a, b] r′(t) ̸= ٠

باشد. پیوسته −→r ′(t) و

.(−٢ ⩽ x ⩽ ٢) دهید. نمایش خم ͷی صورت به را y = x٢ منحنͬ .١ مثال

پاسخ.
−→r (t) = (t, t٢) − ٢ ⩽ t ⩽ ٢

١



کنید. رسم را −→r (t) = (cos t, sin t) ٠ ⩽ t ⩽ ٢π خم̧ .٢ مثال

پاسخ.

x٢ + y٢ = cost +sin٢ t = ١

کند. وصل B نقطه ی به را A نقطه ی که بنویسید را پاره خطͬ برداری معادله ی .٣ مثال

باشد. r١ مͺان بردار دارای B نقطه ی و r٠ مͺانِ بردار دارای A نقطه ی کنید فرض

−→r (t) = −→r ٠ + (−→r ١ −−→r ٠)t ٠ ⩽ t ⩽ ١

٢



دیͽر: بیان به
−→r (t) = t−→r ١ + (١ − t)−→r ٠ ٠ ⩽ t ⩽ ١

کنید. رسم رایانه ای) نرم افزارهای از استفاده (با را زیر خم های .۴ مثال

(cos t, ٢ sin t) .١

(et, cos t) .٢

کرده ایم: رسم نمونه عنوان به را دومͬ زیر در

باشد. عددی تابع ͷی f : R٢ → R کنید فرض

تعریفِ .۵ ∫هدف
c

fds

ͬ دهیم: م تشͺیل را زیر حد و ͬ کنیم م انتخاب نقطه ͷی قطعه هر از و ͬ کنیم م تقسیم ∆s طول به قطعاتͬ به را نظر مورد خم

lim
∆s→٠

∑
f(x, y)∆s

ͬ نویسیم: م باشد موجود بالا حد ∫اگر
c

f(x, y)ds = lim
∆s→٠

∑
f(x, y)∆s

با است برابر خم طول .۶ ∫توجه
c

ds

٣



ds محاسبه ی

زد. تخمین ͬ کند م وصل هم به را ds سرِ دو که پاره خطͬ طول با ͬ توان م باشند، زیاد قطعات تعداد وقتͬ را ds اندازه ی

پس:

ds =
√

(dx)٢ + (dy)٢

پس است. شده داده −→r (t) = (x(t), y(t)) برداری معادله ی توسط ما نظر مورد منحنͬ

dx = x′(t)dt dy = y′(t)dt

داریم: پس

ds = |−→r ′(t)|dt

آن در که
−→r ′(t) =

(
x′(t), y′(t)

)
و

|−→r ′(t)| =
√(

x′(t)
)٢

+
(
y′(t)

)٢

کنیم: خلاصه تعریف ͷی در را چیز همه  ͬ توانیم م حال

و باشد شده داده −→r (t) =
(
x(t), y(t)

)
a ⩽ t ⩽ b برداری معادله ی توسط c خم̧ کنید فرض .٧ تعریف

داریم باشد. عددی تابعͬ f : R٢ → R∫
c

f(x, y)ds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f(−→r (t))|−→r ′(t)|dt

با است برابر −→r (t) a ⩽ t ⩽ b معادله ی به خم طول .٨ ∫توجه
c

ds =

∫ b

a

|−→r ′(t)|dt

روی تابع مقادیر به ما خطͬ انتگرالͽیری در ولͬ باشد R٢ تمام̧ ͬ تواند م f : R٢ → R٢ تابع̧ ͷی دامنه ی که کنید دقت

داریم. توجه است شده واقع تابع دامنه ی در که منحنͬ ͷی

۴



هندسͬ. توجیه

صورت دو به زیر در را دایره ͷی مثال برای کرد. بندی پارامتر مختلفͬ گونه های به بتوان شاید را مشخص خم ͷی .٩ توجه

کرده ایم. پارامتربندی

c : −→r (t) = (cos t, sin t) ٠ ⩽ t ⩽ ٢π

c :
−→
h (t) = (cos ٢t, sin ٢t) ٠ ⩽ t ⩽ π

ندارد: بستگͬ خم بندی پارامتر نوع به عددی تابع ͷی از انتگرال ∫حاصل
c

f(x, y)ds =

∫ ٢π

٠
f
(−→r (t))|−→r ′(t)|dt =

∫ π

٠
f
(−→
h (t)

)
|
−→
h ′(t)|dt

ͬ شود. م پیموده سریعتر خم دومͬ در که است این بالا پارامتربندی دو فرق که کنید دقت

است. آن پارامتربندی نوع از مستقل نیز خم طول .١٠ توجه

ندارد: بستگͬ خم جهت به خم ͷی روی عددی تابع ͷی انتگرال .١١ توجه

c : −→r (t)

−c :
−→
h (t)∫

c

f(x, y)ds =

∫
−c

f(x, y)ds

۵



برداری معادله ی با هموار خم ͷی c و باشد عددی تابع ͷی f : R٣ → R کنید فرض بˀعدی). (سه ١٢ تعمیم

−→r (t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
a ⩽ t ⩽ b

آنگاه ∫باشد
c

f(x, y)ds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f
(−→r (t))|−→r ′(t)|dt

ds = |−→r ′(t)|dt =
√(

x′(t)
)٢

+
(
y′(t)

)٢
+
(
z′(t)

)٢
dt

است. x٢ + y٢ = ١ دایره ی بالائͬ نیمه ی c آن در که کنید محاسبه را
∫
c
(٢ + x٢y)ds .١٣ مثال

پاسخ.

c : −→r (t) =
(
cos t, sin t

)
٠ ⩽ t ⩽ π

−→r ′(t) =
(
− sin t, cos t

)
|−→r ′(t)| =

√
sin٢ t+ cos٢ t = ١∫

c

f(x, y)ds =

∫ π

٠
(٢ + cos٢ t sin t)× ١dt = ٢π +

∫ π

٠
cos٢ t︸ ︷︷ ︸

u

sin tdt︸ ︷︷ ︸
−du

= ٢π +
− cos٣ t

٣
|π٠ =

٢π − (−١
٣
− ١

٣
) = ٢π +

٢
٣

و است (١, ١) نقطه ی تا (٠, ٠) نقطه ی از y = x٢ سهمͬ c١ و c = c١ ∪ c٢ آن در که کنید حساب را
∫
c

٢xds .١۴ تمرین

است. (١, ٢) تا (١, ١) از عمودی خطͬ c٢

پاسخ.

c١ : −→r ١(t) = (t, t٢) ٠ ⩽ t ⩽ ١

c٢ : −→r ٢(t) = (١, t) ١ ⩽ t ⩽ ٢

۶



−→r ′
١(t) = (١, ٢t) ⇒ |−→r ′

١(t)| =
√

١ + ۴t٢

−→r ′
٢(t) = (٠, ١) ⇒ |−→r ′

٢(t)| =
√

٠ + ١ = ١

آنگاه باشد c١, . . . , cn هموار خم های از اجتماعͬ c اگر .١۵ ∫توجه
c

f(x, y)ds =

∫
c١

f(x, y)ds+ . . .+

∫
c٢

f(x, y)ds

∫
c١

٢xds =
∫ ١

٠
٢t(

√
١ + ۴t٢)dt

u = ١ + ۴t٢ ⇒ du = ٨tdt ⇒ du

٨
= tdt∫ ١

٠
٢t(

√
١ + ۴t٢)dt = ٢

∫ ۵

١

√
u
du

٨
=

١
۴
u

٣
٢

٢
٣
|۵١ = . . .∫

c٢

٢xds =
∫ ٢

١
dt = ٢ − ١ = ١∫

c

f(x, y)ds =

∫
c١

f(x, y)ds+

∫
c٢

f(x, y)ds

خم به وابسته دیͽر انتگرال چند ١ . ١ . ١

در ds و ͬ شدند م محاسبه خم روی تابع مقادیر که کنید دقت شدیم. آشنا خم ͷی روی عددی تابع ͷی انتگرالͽیری با اینجا تا

کرده ایم. معرفͬ را دیͽر انتگرال نوع چند زیر در ͬ شد. م نوشته انتگرال پایان

محاسبه ی برای .١۶ ∫تعریف
c

f(x, y)dx

خم روی

c : −→r (t) a ⩽ t ⩽ b

٧



درآن که
−→r (t) =

(
x(t), y(t)

)
ͬ کنیم: م عمل زیر صورت ∫به

c

f(x, y)dx =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
x′(t)dt

مشابه طور ∫به
c

f(x, y)dy =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t)

)
y′(t)dt

داد. تعمیم ͬ توان م را فوق مطالب هم f : R٣ → R توابع ∫برای
c

f(x, y, z)ds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
|−→r ′(t)|dt =

∫ b

a

f(−→r (t))|−→r ′(t)|dt

∫
c

f(x, y, z)dx =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
x′(t)dt∫

c

f(x, y, z)dy =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
y′(t)dt∫

c

f(x, y, z)dz =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)
z′(t)dt

که کنید دقت شدیم. آشنا
∫
c
fds,

∫
c
fdx,

∫
c
fdy انتگرالهای با امروز درس در ∫خلاصه:

c

fds =

∫
−c

fds

∫ولͬ
c

fdx = −
∫
−c

fdx

∫و
c

fdy = −
∫
−c

fdy

کرد. محاسبه ͬ توان م چͽونه را بالا انتگرالهای باشد r(t) پارامتریِ معادله ی ͷی دارای c منحن̞ͬ اگر که دیدیم همچنین

٨
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