
چهارم و سͬ جلسه ی ١

ک͒روی مختصات ادامه ی ١ . ١

است. شده واقع x٢ + y٢ + z٢ = z ک͒ره ی زیر و z =
√
x٢ + y٢ مخروط بالای که بیابید را جسمͬ حجم .١ مثال

پاسخ.

x٢ + y٢ + z٢ = z ⇒ x٢ + y٢ + z٢ − z = ٠

.٢ یادآوری

z٢ + az = (z +
a

٢
)٢ − a٢

۴

x٢ + y٢ + (z − ١
٢
)٢ =

١
۴

با است برابر کره و مخروط بین ناحیه ی ∫∫∫حجم
E

dv

E =


√
x٢ + y٢ ⩽ z ⩽ ک͒ره

(x, y) ∈ D ناحیه ی

tanϕ =
١
٢
١
٢
= ١ ⇒ ϕ =

π

۴

ͬ کنیم: م پیدا زیر صورت به کروی مختصات در را کره معادله ی

x٢ + y٢ + z٢ = z ⇒ ρ٢ = ρ cosϕ ⇒ ρ = cosϕ

١



است: زیر صورت به کروی مختصات در ما نظر مورد ∫انتگرال ٢π

٠

∫ π
۴

٠

∫ cosϕ

٠
ρ٢ sinϕdρdϕdθ

∫ cosϕ

٠
ρ٢ sinϕdρ = sinϕ

ρ٣

٣
|cosϕ٠ =

sinϕ cos٣ ϕ

٣∫ π
۴

٠

sinϕ cos٣ ϕ

٣
dϕ =

− cos۴ ϕ

۴ × ٣
|
π
۴٠ = − ١

١٢
+ ١∫ ٢π

٠
(− ١

١٢
+ ١)dθ = ٢π(− ١

١٢
+ ١)

کنید. حل مͺعبی و استوانه ای دستگاه های در را بالا مثال کنید سعͬ .٣ تمرین

و x٢ + y٢ + z٢ = ١ ک͒ره ی دو بین ناحیه ی که آن در که کنید محاسبه را
∫∫∫

T
١√

(x٢+y٢+z٢)٣
dv انتگرال .۴ مثال

است. x٢ + y٢ + z٢ = e

٠ ⩽ θ ⩽ ٢π

٠ ⩽ ϕ ⩽ π

١ ⩽ ρ ⩽
√
e

بیابید. را x٢ + y٢ + z٢ = ۴ و x٢ + y٢ + z٢ = z ک͒ره های بین محدود ناحیه ی حجم .۵ تمرین

٢



خطͬ مسیرهای روی برداری میدان های از انتگرالͽیری ١ . ٢

توابع از چͽونه که آموختیم قبل فصل در ͬ گویند. م عددی توابع آنها به که بودند ،f : R٣ → R مانند توابعͬ قبل، فصل توابع

کنیم. انتگرالͽیری مختلف نواحͬ در عددی

کنید. مرور آموخته ایم اینجا تا که را انتگرالͽیری هائͯ انواع شͺل، کشیدن با صفحه، ͷی در .۶ تمرین

ما هدف دارند. بی شماری کاربردهای ͷفیزی در که شویم آشنا انتگرالͽیری از دیͽر نوع چند با است قرار درس ادامه ی در

است: زیر مفاهیم با شدن آشنا درس، ادامه ی در

رویه روی و (منحنͬ) خط روی عددی توابع انتگرال .١

رویه روی و خط روی برداری توابع از انتگرالͽیری .٢

سه گانه و دوگانه انتگرال با بالا انتگرالهای رابطه ی .٣

ͬ کنیم. م شروع برداری میدانهای مفهوم معرفͬ با را بحث

برداری میدان های ١ . ٣

:R٢ به R٢ از است تابعͬ R٢ روی برداری میدان ͷی از منظور

F : R٢ → R

است: شده تشͺیل عددی تابع دو از بالا، مانند برداری تابع ͷی که کنید دقت

F (x, y) =
(
h(x, y), k(x, y)

)
بردارِ (x, y) نقطه ی هر از شروع با که بدین صورت ͬ کشیم م همزمان صورت به دستگاه ͷی در را توابع این بردِ و دامنه معمولا˟

ͬ کنیم. م رسم را F (x, y)

زیر: تابع مانند است تابعͬ R٣ روی برداری میدان ͷی از منظور مشابه طور به

F : R٣ → R٣

٣



(x, y, z) 7→
(
h(x, y, z), k(x, y, z), l(x, y, z)

)

هستند: برداری میدانهای از مثالهایی مغناطیسͬ و جاذبه میدانهای لوله، ͷی درون در مایع ͷی سرعت میدان

کنید. رسم را F (x, y) = −y
−→
i + x

−→
j برداری تابع .٧ مثال

پاسخ.

F : R٢ → R٢

(١, ٠) → (٠, ١)

۴



(٠, ١) → (−١, ٠)

(−١, ٠) → (١−,٠) و (١−,٠) → (١, ٠)

ͬ شود. م حاصل زیر شͺل نهایت در دهیم ادامه دیͽر نقاط برای ترتیب همین به و

۵



آنگاه باشد، (x, y) نقطه ی مͺان بردار −→r (x, y) اگر دقیقتر طور به

(x, y) · (−y, x) = −xy + xy = ٠ ⇒ −→r (x, y)⊥
−→
F (x, y)

ͬ شود. م ایجاد دوایر بر مماس بردارهای از بدینسان و است عمود مͺان بردار بر همواره نظر مورد برداری میدان یعنͬ

کنید. رسم را F (x, y, z) = z
−→
k برداری میدان .٨ مثال

پاسخ.

کنید. رسم رایانه ای نرم افزارهای از استفاده با را F (x, y, z) = y
−→
i − z

−→
j + x

−→
k برداری میدان .٩ مثال

پاسخ.

آنگاه باشد عددی تابع ͷی f : R٢ → R اگر .١٠ مثال

∇F : R٢ → R٢

(x, y) 7→
(
fx(x, y), fy(x, y)

)
آنگاه باشد عددی تابع ͷی f : R٣ → R اگر همچنین است. برداری میدان ͷی

∇f : R٣ → R٣

۶



(x, y, z) 7→
(
fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)

)
است. برداری میدان ͷی

کنید. رسم را ∇f برداری میدان .f(x, y) = y٢ − x٢ کنید فرض .١١ مثال

پاسخ.

∇f : R٢ → R٢

(x, y) 7→ (−٢x, ٢y)

است: تابع افزایش جهت در و است عمود تراز ͬ های منحن بر گرادیان مبدان که گفته ایم قبلا

هستند: عددی توابع گرادیان با برابر برداری، میدانهای برخͬ

f : R٣ → R تابع هرگاه ͬ خوانیم م پایستار را F میدان باشد. R٣ روی دلخواه برداری میدان ͷی F کنید فرض .١٢ تعریف

که طوری به باشد موجود

F = ∇f

↓ ↓

R٣ → R٣ R٣ → R٣

f : R٣ → R

ͬ شوند. م تعریف مشابه طور به نیز بعدی دو فضای روی پایستار میدانهای

شده داده میدان ͷی که داد تشخیص ͬ توان م راحتͬ به آنها از استفاده با که کرد خواهیم معرفͬ روشهایی آینده درسهای در

مستقلند. مسیر از پایستار، میدانهای انتگرالهای که دید خواهیم همچنین خیر. یا است پایستار

گشت. بازخواهیم آن به زودی به ولͬ ͬ کنیم م رها فعلا́ را برداری میدانهای بحث

٧



عددی توابع از خطͬ انتگرالͽیری ۴ . ١

باشد. R به R٢ از عددی تابعͬ f(x, y) کنید فرض

f : R٢ → R

.∀t |−→r ′(t)| ̸= ٠ و باشد پیوسته −→r ′(t) که است این هموار از منظور باشد. R٢ در هموار خم ͷی C : −→r (t) کنید فرض

ͬ شود. م طͬ توقفͬ هیچ بی خم یعنͬ ͬ شود، نم صفر سرعت خم، مسیر پیمودن حین در که است معنͬ بدین مشتق نبودن صفر

−→r (t) =
(
x(t), y(t)

)

شد: خواهیم آشنا زیر انتگرال با و گرفت فراخواهیم را C خم مسیر روی f تابع از انتگرالͽیری روش آینده جلسه ی ∫در
c

f(x, y)ds

٨
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