
کروی مختصات در انتگرالͽیری چهارشنبه، سوم، و سͬ جلسه ی نیم ١

ͬ توان م هم مساحت محاسبه ی برای است. ابهام ͷی رفع به نیاز کنیم، آغاز را کروی مختصات درباره ی درس آنکه از پیش

به سه گانه انتگرال از هم و دوگانه انتگرال از ͬ توان م هم نیز حجم محاسبه ی برای کرد. استفاده دوگانه هم و یͺانه انتگرال از

کرد: استفاده زیر صورتهای

محصور ناحیه ی مساحت ١ . ٠ . ١

یͽانه: انتگرال از استفاده ∫با b

a

∣∣g٢(x)− g١(x)
∣∣dx

دوگانه: انتگرال از استفاده ∫∫با
A

dA =

∫ b

a

∫ g٢(x)

g١(x)

dA =

∫ b

a

(
g٢(x)− g١(x)

)
dx

١



محصور ناحیه ی حجم ١ . ٠ . ٢

دوگانه: انتگرال از استفاده ∫∫با
D

(
u٢(x, y)− u١(x, y)

)
dA

سه گانه: انتگرال از استفاده ∫∫∫با
E

dv =

∫∫
D

(∫ u٢(x,y)

u١(x,y)

dz

)
dA =

∫∫
D

(
u٢(x, y)− u١(x, y)

)
dA

کردیم: بررسͬ را استوانه ای مختصات از استفاده با انتگرالͽیری قبل جلسه ی ∫∫∫در
E

□dxdydz =

∫∫∫
E

□rdrdθdz

ببریم: پایان به مثالͬ با را بحث این بͽذارید

.١ ∫مثال ٢

−٢

∫ √
۴−x٢

−
√

۴−x٢

∫ ٢

√
x٢+y٢

(x٢ + y٢)dzdydx

٢



ͬ گذاریم: م شما عهده ی به را آن محاسبه ی کنیم. محاسبه را زیر انتگرال است کافͬ فوق انتگرال محاسبه ی ∫برای ٢π

٠

∫ ٢

٠

∫ ٢

r

(r٢)rdzdrdθ = . . .

ک͒روی مختصات ١ . ١

صورت به کروی دستگاه در را دکارتͬ دستگاه در (x, y, z) نقطه ی مختصات . ρ با است برابر مبدأ تا P نقطه ی فاصله ی

قسمت هشت تمام ͬ توان م ρ ⩾ ٠ و ٠ ⩽ ϕ ⩽ π ،٠ ⩽ θ ⩽ ٢π که (ρ, θ, ϕ) مختصات با ͬ دهیم. م نشان (ρ, θ, ϕ)

داد. پوشش را بˀعدی سه مختصات دستگاه

r =
√
x٢ + y٢ = ρ sinϕ

x = r cos θ = ρ sinϕ cos θ

y = r sin θ = ρ sinϕ sin θ

z = ρ cosϕ

ρ =
√
r٢ + z٢ =

√
x٢ + y٢ + z٢

است: زیر صورت به ک͒روی دستگاه در x٢ + y٢ + z٢ = c ک͒ره معادله ی

ρ = c

٣



شده اند. کشیده کروی دستگاه از استفاده با شͺل چند زیر در

θ = c

٠ < ϕ <
π

۴

٣π
۴

< ϕ < π

زیرند: صورت به کروی مختصات در انتگرال محاسبه ی برای لازم متغیر ∫∫∫تغییرات
E

f(x, y, z)dv

dv = dxdydz = ρ٢ sinϕdρdϕdθ∫∫∫
E

f(x, y, z)dv =

∫∫∫
E

f(ρ sinϕ cos θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cosϕ)ρ٢ sinϕdρdϕdθ

۴



کنید محاسبه را زیر انتگرال .٢ ∫∫∫مثال
B

e(x
٢+y٢+z٢)

٣
٢ dv

آن: در که

B = {(x, y, z)|x٢ + y٢ + z٢ ⩽ ١}.

پاسخ.

٠ ⩽ θ ⩽ ٢π

٠ ⩽ ρ ⩽ ١

٠ ⩽ ϕ ⩽ π∫ π

٠

∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
eρ

٣
ρ٢ sinϕdρdθdϕ∫ ١

٠
eρ

٣
ρ٢ sinϕdρ = sinϕ

eρ
٣

٣
|١٠ =

sinϕ

٣
(e− ١)∫ ٢π

٠

sinϕ

٣
(e− ١)dθ =

٢π
٣

sinϕ(e− ١)∫ π

٠

٢π
٣

sinϕ(e− ١)dϕ =
٢π
٣
(e− ١)(− cosϕ)|π٠

آنگاه باشد، داشته بستگͬ متغیر ͷی به تنها تابعͬ هر و باشد مشخص انتگرالها حدود اگر .٣ ∫توجه b

a

∫ d

c

∫ s

r

f(x)g(y)h(z)dzdydx =

∫ s

r

h(z)dz ×
∫ d

c

g(y)dy ×
∫ b

a

f(x)dx

کنید. حل را تمرینها جزوه ی ٣٠ صفحه ی ۴١ تا ٣٨ تمرینهای .۴ تمرین

۵
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