
سه گانه انتگرالهای ͬ ودوم، س جلسه ی ١

ͬ کنیم. م حل متغیر تغییر از دیͽری مثال درس شروع از پیش

کنید. حل مناسب متغیر تغییر با را زیر دوگانه ی انتگرال .١ ∫∫مثال
D
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است. y٢ = x
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٢ و x٢ = πy ͬ های منحن به محدود ناحیه ی D

پاسخ.
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سه گانه انتگرال های ١ . ١

باشد: R به R٣ از تابعͬ f و باشد زیر معلوم حدود با مͺعبی ناحیه ی ͷی B کنید فرض

B = {a ⩽ x ⩽ b, c ⩽ y ⩽ d, r ⩽ z ⩽ s}

ͬ کنیم: م ∫∫∫تعریف
B
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است: زیر صورت به B ناحیه ی آن در که کنید محاسبه  را
∫∫∫

B
xyz٢dv انتگرال .٢ مثال
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اگر ولͬ نیست آسانͬ کار کلͬ نواحͬ روی انتگرالͽیری ͬ گیرد. نم صورت مͺعبی نواحͬ روی تنها سه گانه انتگرالͽیری

باشد. ساده تری صورت به است ممͺن ما انتگرالͽیری ناحیه ی باشیم خوش شانس

ساده تر نواحͬ ١ . ١ . ١

B = {(x, y, z)|(x, y) ∈ D, u١(x, y) ⩽ z ⩽ u٢(x, y)}

٢



∫∫∫
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باشد: زیر صورت به نیز D ناحیه ی خودِ است ممͺن باز

داشت: خواهیم ∫∫∫آنگاه
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به انتگرالͽیری ناحیه ی است ممͺن مثلا́ باشد. برقرار متغیرها جابه جائͬ ͷی با است ممͺن شد، داده شرح بالا در که وضعیتͬ

باشد: زیر صورت

c ≤ y ≤ d g١(y) ≤ x ≤ g٢(y) u١(x, y) ≤ z ≤ u٢(x, y)

زیر: صورت به یا

r ≤ z ≤ s g١(z) ≤ x ≤ g٢(z) u١(x, z) ≤ y ≤ u٢(x, z)

انتگرالهای محاسبه ی در فراگرفته ایم دوگانه انتگرالͽیری درباره ی آنچه همه ی کنید. ترسیم و بررسͬ شما را ممͺن نواحͬ سایر

ͬ آید: م کارمان به سه گانه

y = ۴ صفحه ی و y = x٢ + z٢ ͬ وارِ سهم به محدود ناحیه ی E آن در که کنید محاسبه را
∫∫∫

E

√
x٢ + y٢dv .٣ مثال

است.

٣



پاسخ.

ͬ نویسیم: م زیر صورت به کنیم محاسبه باید که را انتگرالͬ ∫∫ابتدا
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ͬ کنیم: م حل زیر صورت به را آن که مواجهیم دوگانه انتگرال ͷی با بعد به اینجا از ∫پس ٢π
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(
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(
۴r٢ − r۴)dr = . . . شما عهده ی به پایانͬ محاسبات

بنویسید.
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با احجام محاسبه ی ولͬ کردیم ارائه دوگانه انتگرال از استفاده با حجم محاسبه ی برای روشͬ پیشین درسهای در .۵ توجه

است. راحت تر غالباً سه گانه انتگرال از استفاده

ͬ شود. م محاسبه زیر فرمول با E بˀعدی سه ناحیه ی حجم
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۴



کنید. محاسبه را z = ٩ و z = −٩ صفحات و y٢ = x و y٢ = ۴ − ٣x استوانه ی به محدود ناحیه ی حجم .۶ مثال

با است برابر نظر مورد حجم پاسخ.
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استوانه ای مختصات ١ . ٢

آسانتر را کار استوانه ای متغیر تغییر دارند، استوانه ای حالت محور، ͷی حول که احجامͬ برای سه گانه انتگرالهای محاسبه ی برای

ͬ کند: م

(x, y, z) ∼= (r, θ, z)

x = r cos θ

y = r sin θ

۵



z = z

dv = dxdydz ≈ rdrdθdz کنید دقت r وجود به

کنید. مشخص استوانه ای مختصات در را (٢, ٢π
٣ , ٣) نقطه ی .٧ مثال

پاسخ.

کنید. رسم را z = r رویه ی .٨ مثال

پاسخ.

کنید. رسم را r = ٢ رویه ی .٩ مثال

۶



پاسخ.

شده واقع z = ١ − x٢ − y٢ ͬ وار سهم بالای و z = ۴ صفحه ی زیر و x٢ + y٢ = ١ استوانه ی داخل E جسم .١٠ مثال

دارد. استوانه مرکزی محور تا نقطه آن فاصله ی با را زیر خطͬ رابطه ی نقطه هر در جسم این چͽالͬ است.

f(x, y, z) = K︸︷︷︸
ثابت

r

بیابید. را جسم جرم

پاسخ.
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کنید. حل را تمرینها جزوه ی ٣٠ صفحه ی در ٣٨ ،٣٧ تمرین تمرینهای

٧
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