
(٩٧/٢/١۵) شنبه یͺم، و سͬ جلسه ی ١

ͬ رسانیم. م پایان به زیر نکته ی با را قطبی مختصات در انتگرالͽیری بحث

دهد. مͬ بدست یͽانه انتگرالهای برخͬ ی محاسبه برای مناسبی ابزار قطبی مختصات .١ توجه

کنید. رامحاسبه
∫∞

٠ e−x٢
dx ناسره ی انتگرال .٢ مثال

.٣ ∫یادآوری d

c

∫ b

a

f(x)g(y)dxdy =

∫ b

a

f(x)dx

∫ d

c

g(y)dy

∫پاسخ. ∞

٠
e−x٢

dx×
∫ ∞

٠
e−y٢

dy =

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
e−x٢−y٢

dxdy = (

∫ ∞

٠
e−x٢

dx)٢

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
e−x٢−y٢

dxdy =

∫ π
٢

٠

∫ ∞

٠
e−r٢

rdrdθ =
π

٢

∫ ∞

٠
e−r٢

rdr =
π

٢
(
e−r٢

−٢
)|∞٠ = . . .

متغیر تغییر ١ . ١

داریم: را زیر متغیر تغییر قطبی، مختصات با انتگرالͽیری در که گفتیم

dxdy = rdrdθ

ͬ کنیم. م یادآوری ١ ریاضͬ از را زیر نکته ی نخست ͬ کنیم. م بررسͬ کلͬ طور به را متغیر تغییر درس، ادامه ی در

که دیدیم ١ ریاضͬ در باشد. مشتق پذیر تابعͬ x = g(t) که کنید فرض .۴ ∫یادآوری b=g(t٢)

a=g(t١)

f(x)dx =

∫ t٢

t١

f(g(t))︸ ︷︷ ︸
u

g′(t)dt︸ ︷︷ ︸
du

دیͽر بیان ∫به b=g(t٢)

a=g(t١)

f(x)dx =

∫ t٢

t١

f(x(t))
∂x

∂t
dt

١



آوریم. دست به دوگانه انتگرال برای را بالا گفته  ی متناظر ͬ خواهیم م درس ادامه ی در

است: زیر صورت به T نگاشت دیͽر بیان به ͬ رود. م xy مختصات به uv مختصاتِ از که باشد نگاشت ͷی T کنید فرض

T (u, v) = (x(u, v), y(u, v))

جزئͬ مشتقات x(u, v), y(u, v) (توابع باشد داشته مطلوبی آنالیزی و ͷتوپولوژی ویژگͬ نگاشت این که ͬ کنیم م فرض هم چنین

که است ای گونه به نگاشتͬ چنین باشد). ناصفر شد، خواهد تعریف ادامه در (که نگاشت این ژاکوبین و باشند داشته پیوسته

برد. مͬ R ناحیه ی مرزهای به را بالا) شͺل (در S ناحیه ی مرزهای

کرد: تبدیل S ناحیه ی در انتگرالͽیری به را R ناحیه ی در انتگرالͽیری ͬ توان م بالا، شرطهای ∫∫تحت
R

f(x, y)dxdy =

∫∫
S

f(x(u, v), y(u, v)) |∂(x, y)
∂(u, v)

|︸ ︷︷ ︸
قدرمطلق

dudv (∗)

∂(x, y)

∂(u, v)
:= det

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v


(T تبدیل ژاکوبین (ماتریس

کرد. باید مثبت به تبدیل را آن شود، منفͬ دترمینان اگر بنابراین است، آمده مطلق قدر علامت (∗) فرمول در که کنید دقت

بردارهای است. شده تبدیل متوازی الاضلاع المان ͷی به مستطیلͬ المانِ ͷی که کنید دقت هندسͬ: دیدگاه از اثبات ی ایده

کرده ایم. محاسبه زیر در را متوازی الاضلاع سازنده ی

کشیده ایم: بزرگتر زیر در را بالا در شده مشخص گوشه های

٢



عکس: توضیحات

A = (u٠, v٠) , B = (u٠, v٠ +∆v) , C = (u٠ +∆u, v٠) , D = (u٠ +∆u, v٠ +∆v)

T (A) = (x(u٠, v٠), y(u٠, v٠)) T (B) = (x(u٠, v٠ +∆v), y(u٠, v٠ +∆v))

T (C) = (x(u٠+∆u, v٠), y(u٠+∆u, v٠)) T (D) = (x(u٠+∆u, v٠+∆v), y(u٠+∆u, v٠+∆v))

−→r١ ≈ T (B)− T (A) = (x(u٠, v٠ +∆v), y(u٠, v٠ +∆v))− (x(u٠, v٠), y(u٠, v٠)) =

(x(u٠, v٠ +∆v)− x(u٠, v٠), y(u٠, v٠ +∆v)− y(u٠, v٠))

≃ (∆v
∂x

∂v
(u٠, v٠),∆v

∂y

∂v
(u٠, v٠)) = ∆v(

∂x

∂v
,
∂y

∂v
)

−→r٢ ≈ T (C)− T (A) = (x(u٠ +∆u, v٠), y(u٠ +∆u, v٠))− (x(u٠, v٠), y(u٠, v٠)) =

(x(u٠ +∆u, v٠)− x(u٠, v٠), y(u٠ +∆u, v٠)− y(u٠, v٠))

≃ (∆u
∂x

∂u
(u٠, v٠),∆u

∂y

∂u
(u٠, v٠)) = ∆u(

∂x

∂u
,
∂y

∂u
)

dA = متوازی الاضلاع صورت به ناحیه ی مساحت = −→r١ ×−→r٢ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂x
∂u

∂y
∂u

٠
∂x
∂v

∂y
∂v

٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∆u∆v

dA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂x
∂u

∂y
∂u

٠
∂x
∂v

∂y
∂v

٠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dudv
باشیم: داشته S ی ناحیه در که کند مͬ کار زمانͬ فوق روش .۵ توجه

∂(x, y)

∂(u, v)
̸= ٠

قطبی مختصات تغییر ١ . ٢

ͬ کنیم. م امتحان قطبی مختصات تغییر برای بالا فرمول حال

x = r cos θ y = r sin θ

∂(x, y)

∂(u, v)
:= det

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

 = det

cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

 = r cos٢ θ + r sin٢ θ = r

dA = dxdy = |∂(x, y)
∂(r, θ)

|drdθ = rdrdθ

٣



مثالها ١ . ٣

(١, ٠), (٢, ٠), (١−,٠), (٢−,٠) نقاط به محدود ای ذوزنقه ی ناحیه R آن در که کنید محاسبه را
∫∫

R
e

x+y
x−y dA .۶ مثال

است.

پاسخ.

u = x+ y v = x− y

x =
١
٢
(u+ v) y =

١
٢
(u− v)

∂(x, y)

∂(u, v)
= det

١
٢

١
٢

١
٢ −١

٢

 = −١
٢∫ ٢

١

∫ v

−v

e
u
v | − ١

٢
|dudv =

١
٢

∫ ٢

١

∫ v

−v

e
u
v dudv∫ v

−v

e
u
v dv = ve

u
v = v(e١ − e−١)∫ ٢

١

∫ v

−v

١
٢
e

u
v dudv =

١
٢
(e− ١

e
)

∫ ٢

١
vdv =

١
٢
(e− ١

e
)
v٢

٢
|٢١ =

١
٢
(e− ١

e
)
٣
٢

کنید. حل مناسب متغیر تغییر با را زیر ی دوگانه انتگرال .٧ ∫∫مثال
D

x٢ sin(xy)

y
dA

١ است. y٢ = x
٢ و y٢ = x و x٢ = πy

٢ و x٢ = πy های منحنͬ به محدود ی ناحیه D

ͬ کنم. م سپاسͽزاری جلسه این جزوه ی تایپ بابت شیرجزی خانم ١از

۴
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