
دوشنبه چهارم، و بیست جلسه ی ١

کنید. مشخص را آنها نوع و زیر توابع بحرانͬ نقاط .١ تمرین

f(x, y) = (x− ١) ln(xy) xy > ٠ .١

پاسخ.

fy(x, y) =
(x− ١)x

xy
= ٠

داریم x ̸= ٠ اگر است. قبول قابل غیر x = ٠ تابع دامنه ی به نظر ولͬ است صفر برابر x = ٠ در بالا تابع

fy(x, y) =
x− ١
y

= ٠

حال .x = ١ پس

fx(x, y) = ln(xy) +
y

xy
(x− ١) = ٠ ⇒ ln(xy) +

x− ١
x

= ٠

fx(١, y) = ٠ ⇒ y = ١

است. نظر مورد تابع بحرانͬ نقطه ی تنها (١, ١) نقطه ی

D =

∣∣∣∣∣∣fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣ (١, ١)

ͷی (١, ١) نقطه ی آنگاه fxx < ٠ و D > ٠ اگر و است نسبی ͬ موم مین (١, ١) نقطه ی آنگاه fxx > ٠ و D > ٠ اگر

است. نسبی ماکزیمم

fxx(x, y) =
y

xy
+

x− x+ ١
x٢ =

١
x
+

١
x٢ ⇒ fxx(١, ١) = ٢

fxy(x, y) =
x

xy
=

١
y
⇒ fxy(١, ١) = ١

fyy(x, y) =
١ − x

y٢ ⇒ fyy(١, ١) = ٠

D =

∣∣∣∣∣∣٢ ١

١ ٠

∣∣∣∣∣∣ = −١ < ٠

است. زینͬ نقطه ی ͷی (١, ١) نقطه ی پس D < ٠

f(x, y) = y(ex − ١) .٢

f(x, y) = xye
−(x٢+y٢)

٢ .٣

f(x, y) = x٢ + xy + y٢ + y .۴

١



بیابید. x+ ٢y + z = ۴ صفحه ی به را (١, ٢−,٠) نقطه ی فاصله ی کوتاهترین .٢ مثال

نقطه ی از (١, ٢−,٠) نقطه ی فاصله ی .z = ۴ − x − ٢y پس باشد. صفحه روی نقطه ای (x, y, z) کنید فرض پاسخ.

با است برابر (x, y, z)

d(x, y, z) =
√
(x− ٢(١ + y٢ + (z − ٢(٢ =

√
(x− ٢(١ + y٢ + (۶ − x− ٢y)٢

F = d٢(x, y) = (x− ٢(١ + y٢ + (۶ − x− ٢y)٢

شود. ͬ موم مین F تابع آن در که کنیم پیدا (x٠, y٠) مانند نقطه ای است کافͬ

:F بحرانͬ نقاط تعیین

Fx(x, y) = ٢(x− ١) + (−٢)(۶ − x− ٢y) = ۴x+ ۴y − ١۴ = ٠ ⇒ ٢x+ ٢y = ٧

Fy(x, y) = ٢y − ۴(۶ − x− ٢y) = ۴x+ ١٠y − ٢۴ = ٠ ⇒ ٢x+ ۵y = ١٢

ͬ موم مین دارای F تابع که ͬ دانیم م سوال صورت به بنا ͬ رسیم. م (١١
۶ ,

۵
٣) نقطه ی به مجهول دو و معادله دو دستگاه حل از بعد

برابر نظر مورد فاصله ی پس است.) بحرانͬ نقطه، این (زیرا ͬ دهد. م رخ (١١
۶ ,

۵
٣) نقطه ی در ͬ موم مین این پس است. نسبی

با √است
F (

١١
۶
,

۵
٣
) = . . .

ساخت. مقوا ١٢m٢ با بتوان که بیابید را در بدون مستطیلͬ مͺعب جعبه ی ͷی حجم حداکثر .٣ مثال

راهنمایی.

٢xy + ٢zx+ xy = ١٢

V (x, y, z) = xyz

z =
١٢ − xy

٢y + ٢x
ͬ گیریم: م نظر در زیر صورت به را F (x, y) تابع

F (x, y) = xy(
١٢ − xy

٢y + ٢x
)

نیست.) نیازی دوم ͷمح (یه باشد. داشته ماکزیمم F تابع که بیابیم گونه ای به را y, x است کافͬ

٢



مطلق اکسترمم های ١ . ١

بازه ی در f آنگاه باشد. [a, b] کراندار بسته ی بازه ی در پیوسته تابع ͷی f(x) کنید فرض متغیره). تک توابع (از ۴ یادآوری

است. مطلق ͬ موم مین و ماکزیمم دارای [a, b]

محاسبه: دستورالعمل

بیابید. [a, b] بازه ی در را تابع بحرانͬ نقاط .١

ͬ کنیم. م تعیین b, a مرزیِ نقاط در را تابع مقدار .٢

ͬ کنیم. م مقایسه مرزی نقاط در تابع مقادیر با بحرانͬ نقاط در را تابع مقدار .٣

بالا: قضیه ی در ͷتوپولوژی اصطلاحات

پیوسته تابع .١

مرزی نقطه ی .٢

کراندار و بسته مجموعه ی .٣

برای کنیم. ثابت متغیره دو توابع برای است، شده بیان ۴ یادآوریِ در آنچه متناظرِ که است این درس ادامه ی در هدفمان

در را بودن پیوسته مفهوم کنیم. تعریف نیز حالت این برای را بودن پیوسته و بودن کراندار بودن، بسته مفاهیم باید منظور، این

گذراندن به نیاز توپولوژی، معنͬ درست یادگرفتن پرداخته ایم. ͷتوپولوژی مفاهیم این بقیه ی به زیر در دیده ایم. پیشین درسهای

از سخن هرگاه که بدانید باید تنها شما نیست. ٢ ریاضͬ درس اصلͬ اهداف جزو و دارد ریاضͬ رشته ی در درسͬ واحد ۴

است. کار در توپولوژی پای ͬ آید، م میان به غیره و بسته، مجموعه ی و باز مجموعه ی فاصله، پیوستگͬ،

R٢ در توپولوژی ١ . ٢

:δ شعاع و (a, b) مرکز به باز ͷدیس .١

Bδ

(
(a, b)

)
= {(x, y)|

√
(x− a)٢ + (y − b)٢ <︸︷︷︸

اکید

δ}

D ⊆ R٢ مجموعه ی برای مرزی نقطه ی ͷی را (a, b) ∈ R٢ نقطه ی .X ⊆ R٢ مجموعه ی ͷی مرزی نقاط .٢

باشیم: داشته ( δ مختلفِ مقادیر ازای (به Bδ

(
(a, b)

)
بازِ ِͷدیس هر برای هرگاه ͬ خوانیم م

Bδ

(
(a, b)

)
∩D ̸= ∅ → شود. (a, b) خودِ نباید اشتراک این

Bδ

(
(a, b)

)
∩ Dc︸︷︷︸

Dc=R−D

̸= ∅ → شود. (a, b) خودِ نباید اشتراک این

٣



( نیست. D جزوِ x٢ + y٢ = ١ دایره ی که کنید (دقت D = {(x, y)|x٢ + y٢ < ١} .۵ مثال

نیست. مرزی نقطه ی A

نیست. مرزی نقطه ی B

است: زیر مجموعه ی D مرزی نقاط مجموعه ی پس است. مرزی نقطه ی C

{(x, y)|x٢ + y٢ = ١}

بسته: مجموعه ی .٣

باشد. خود مرزی نقاط تمام شامل هرگاه ͬ خوانیم م بسته را D ⊆ R٢ مجموعه ی

{(x, y)|x٢ + y٢ ⩽ ١}

کراندار مجموعه ی .۴

۴



D ⊆ Bδ

(
(a, b)

)
که طوری به باشند موجود δ شعاع و (a, b) ∈ R٢ نقطه ی هرگاه ͬ خوانیم م کراندار را D ⊆ R٢ مجموعه ی

هرگاه دارد مطلق ماکزیمم (a, b) نقطه ی در f تابع ͬ گوییم م باشد. متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) کنید فرض .۶ تعریف

∀(x, y) ∈ Dom(f) f(x, y) ⩽ f(a, b)

اتفاق مطلق ͬ موم مین یا ماکزیمم آن در که نقطه ای از باز) ͷدیس) ͬͽهمسای ͷی در تابع که نیست نیازی که کنید توجه

قضیه ای تا آماده ایم حال دهند. رخ ناحیه ͷی مرز روی مطلق اکسترممهای که است ممͺن واقع در باشد. شده تعریف ͬ افتد، م

کنیم: بیان متغیره دو توابع مطلق اکسترممهای برای ،١ ریاضͬ درس مشابه

ͬ موم مین هم و ماکزیمم هم D در f آنگاه باشد D کراندار و بسته مجموعه ی ͷی در پیوسته تابع ͷی f(x, y) اگر .٧ قضیه

دارد. مطلق

مطلق اکسترمم های محاسبه ی روش

بیابید. را تابع بحرانͬ نقاط .١

کنید. مشخص را دامنه مرز .٢

کنید. مقایسه مرزی نقاط در تابع مقادیر با بحرانͬ نقاط در را تابع مقادیر .٣

بیابید. شده مشخص دامنه ی در را زیر تابع مطلق اکسترمم های .٨ مثال

f(x, y) = x٢ − ٢xy + ٢y D = {(x, y)|٠ ⩽ x ⩽ ٣, ٠ ⩽ y ⩽ ٢}

پاسخ.

داد. خواهیم بعدی جلسه ی در را بالا سوال پاسخ

۵
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