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کنید. رسم را ∇f آنگاه .f(x, y) = y٢ − x٢ کنید فرض .١ تمرین

پاسخ.

f : R٢ → R

∇f : R٢ → R٢

(x٠, y٠) 7→
(∂f
∂x

(x٠, y٠),
∂f

∂y
(x٠, y٠)

)
∇(x٠, y٠) = (−٢x٠, ٢y٠)

(x٠, y٠) 7→ (−٢x٠, ٢y٠)

.(f(x٠, y٠) = k که صورت (در است عمود (x٠, y٠) نقطه ی در f(x, y) = k تراز منحن بر ∇f(x٠, y٠) .٢ توجه

است. تابع افزایش جهت در ∇f(x٠, y٠) همچنین

از که F (x, y, z) = k تراز رویه ی هر بر ∇F (x٠, y٠, z٠) آنگاه ω = f(x, y, z) اگر سه متغیره) حالت (در .٣ توجه

است. عمود (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در ذرد ب (x٠, y٠, z٠)

است: زیر صورت به سوال، نظرِ مورد ل ش بالا، توجه  های به بنا

است؟ موازی x+ ٢y + z = ١ صفحه ی با مماس صفحه ی x٢ + y٢ + ٢z٢ = ١ بیض وار روی نقطه کدام در .۴ تمرین

با است برابر (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در x٢ + y٢ + ٢z٢ = ١ بیض وار بر مماس صفحه ی نرمال بردار پاسخ.

∇F (x٠, y٠, z٠) = (٢x٠, ٢y٠, ۴z٠)

.(٢x٠, ٢y٠, ۴z١)||(٠, ٢, ١) که طوری به نظر مورد بیض وار روی (x٠, y٠, z٠) مانند نقاط یافتن .۵ هدف

١



x٢
٠ + y٢

٠ + ٢z٢
٠ = ١

٢x٠
١ = ٢y٠

٢ = ۴z٠

شما! عهده ی به سوال پاسخ ادامه ی و بالا معادله ی حل

نقطه ی در x٢ + y٢ + z٢ − ٨x− ۶y − ٨z + ٢۴ = ٠ کره ی و ٣x٢+٢y٢+z٢ = ٩ بیض وار که دهید نشان .۶ تمرین

مماسند. هم بر (١, ١, ٢)

پاسخ.

F (x, y, z) = ٣x٢ + ٢y٢ + z٢ = ٩

G(x, y, z) = x٢ + y٢ + z٢ − ٨x− ۶y − ٨z + ٢۴ = ٠

∇F (x٠, y٠, z٠)||∇G(x٠, y٠, z٠) یادشده، نقطه ی در که دهیم نشان است کاف

∇F (x٠, y٠, z٠) = (۶x٠, ۴y٠, ٢z٠)

∇G(x٠, y٠, z٠) = (٢x٠ − ٨, ٢y٠ − ۶, ٢z٠ − ٨)

۶x٠

٢x٠ − ٨
=

۴y٠

٢y٠ − ۶
=

٢z٠

٢z٠ − ٨
(∗)

کنید). (بررس م کند. صدق (∗) در (١, ١, ٢) نقطه ی که کنیم بررس است کاف

م گذرند. مختصات مبدأ از همه x٢ + y٢ = z٢ مخروط بر مماس صفحات که دهید نشان .٧ تمرین

است: زیر معادله ی دارای (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در مماس صفحه ی معادله ی پاسخ.

∂F

∂x
(x− x٠) +

∂F

∂y
(y − y٠) +

∂F

∂z
(z − z٠) = ٠

٢x٠(x− x٠) + ٢y٠(y − y٠)− ٢z٠(z − z٠) = ٠

شما!) با (ادامه م کند صدق مماس صفحه ی معادله ی در (٠, ٠, ٠) نقطه ی دهیم نشان است کاف

م گذرد. مختصات مبدأ از x٢ + y٢ + z٢ = r٢ کره ی بر عمود خط هر که دهید نشان .٨ تمرین

است. زیر صورت به (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در کره بر نرمال خط معادله ی پاسخ.

x− x٠
∂F
∂x
(x٠, y٠, z٠)

=
y − y٠

∂F
∂y
(x٠, y٠, z٠)

=
z − z٠

∂F
∂z
(x٠, y٠, z٠)

⇒ x− x٠

٢x٠
=

y − y٠

٢y٠
=

z − z٠

z٠

م کند). صدق خطها این معادله ی در مبدأ (یعن م گذرند مبدأ از بالا معادله ی به خطهای همه ی که م دهیم نشان حال

(x, y, z) = (٠, ٠, ٠) ⇒ −١
٢

=
−١
٢

=
−١
٢

✓

٢



این بر مماس خط پارامتری معادله ی م کند. قطع بیض ی در را x٢ + y٢ = ۵ استوانه ی y + z = ٣ صفحه ی .٩ تمرین

بنویسید. (١, ٢, ١) نقطه ی در شده یاد صفحه ی در را بیض

اول: حل راه پاسخ.

.y+ z = ٣ صفحه ی روی هم و است واقع (١, ٢, ١) نقطه ی در استوانه بر مماس صفحه ی روی هم نظر مورد خط .١٠ توجه

(٠, ١, ١) با است برابر اول صفحه ی نرمال بردارِ است. عمود شده یاد صفحه دو نرمال بردارهای بر نظر مورد خط بردار پس

با است برابر مماس صفحه ی نرمال بردار و

∇F (x٠, y٠, z(١,٢,١)|(٠ = (٢x٠, y٠, (١,٢,١)|(٠ = (٢, ۴, ٠)

با است برابر نظر مورد خط بردار پس

(٠, ١, ١)× (٢, ۴, ٠) = (a, b, c) شما) عهده ی به (محاسبه

است: زیر صورت به خط معادله ی و
x− ١
a

=
y − ٢
b

=
z − ١
c

م کنیم: پارامتربندی زیر صورت به را نظر مورد بیض دوم. پاسخ

−→r (t) =
(√

۵ cos t,
√

۵ sin t, ٣ −
√

۵ sin t
)

ازای به (١, ٢, ١) نقطه ی

t = cos−١(
١√
۵
)

بردار جهت با است برابر مماس خط جهت م شود. حاصل

−→r ′(t) = . . .

۴x٢ + y٢ + z٢ = ٩ بیض وارِ و z = x٢ + y٢ سهم وارِ اشتراک محل منحن بر مماس خط پارامتری معادله ی .١١ تمرین

بنویسید. (−١, ١, ٢) نقطه ی در را

است. واقع بیض وار بر مماس صفحه ی بر هم و سهم وار بر مماس صفحه ی بر هم نظر مورد خط پاسخ.

سهم وار نرمال −→n١ = (−٢, ١−,٢)

بیض وار نرمال −→n٢ = (−٨, ٢, ۴)

با است برابر نظر مورد خط بردار

−→n١ ×−→n٢ = (a, b, c) شما عهده ی به محاسبه

است: زیر صورت به نظر مورد خط معادله ی

x+ ١
a

=
y − ١
b

=
z − ٢
c

شما!) با (ادامه

٣



نیست. پیوسته مبدأ در زیر تابع که دهید نشان .١٢ مثال

f(x, y) =


x−y

(x+y)٣ x+ y ̸= ٠

٠ x+ y = ٠

مسیر روی کند. میل f(٠, ٠) به تابع م کند میل مبدأ به (x, y) که مسیری هر از باید باشد پیوسته مبدأ در تابع اگر پاسخ.

داریم: (٠, y)

f(٠, y) = −١
y٢

lim
(x, y) → (٠, ٠)

x = ٠

f(x, y) =

lim
y→٠

−١
y٢ = −∞

نیست. پیوسته نظر مورد تابع پس

۴
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