
شنبه شانزدهم، جلسه ی ١

باشد: برقرار زیر معادله ی و باشد x حسب بر دیفرانسیل پذیر تابعͬ y تابع اگر که ١ گفتیم .١ یادآوری

F (x, y) = ٠

آنگاه
dy

dx
=

−∂F
∂x

∂F
∂y

کنید. محاسبه را y′(x) آنگاه x٣؛ + y٣ = ۶xy و باشد x از تابعͬ y کنید فرض .٢ مثال

پاسخ.

F (x, y) = x٣ + y٣ − ۶xy
∂F

∂x
= ٣x٢ − ۶y ,

∂F

∂y
= ٣y٢ − ۶x

dy

dx
=

−٣x٢ + ۶y
٣y٢ − ۶x

آنگاه: w = F (x, y, z) = ٠ و باشد y و x از تابعͬ z که کنید فرض .٣ تعمیم

∂w

∂x
=

∂f

∂x

∂x

∂x
+

∂f

∂y

∂y

∂x
+

∂f

∂z

∂z

∂x

پس
∂z

∂x
=

−Fx

Fz

,
∂z

∂y
=

−Fy

Fz

که فرض این با بیابید، را ∂z
∂y

و ∂z
∂x

.۴ مثال

x٣ + y٣ + z٣ + ۶xyz − ١ = ٠

پاسخ.
∂z

∂x
=

−(٣x٢ + ۶yz)
٣z٢ + ۶xy

∂z

∂y
= . . .

سویی مشتق ی ادامه ١ . ١

تعریف زیر صورت به u = (a, b) یͺه ی بردارِ جهت در (x٠, y٠) نقطه ی در f(x, y) متغیره ی دو تابع̧ ͷی سوئͬ مشتق که گفتیم

ͬ شود: م

Duf(x٠, y٠) = lim
h→٠

f(x٠ + ha, y٠ + hb)− f(x٠, y٠)

h

کشیده اند. شیرجزی خانم را جلسه این جزوه ی تایپ ١زحمت

١



زیر: صفحه ی با رویه اشتراک گرفتن نظر در یعنͬ شده، یاد بردار جهت در سوئͬ مشتق محاسبه ی هندسͬ، لحاظ از که yگفتیم − y٠ = b
a
(x− x٠)

z = f(x, y)

سوئͬ مشتقهای زیر، بردار دو جهت در که گفتیم نیز .(x٠, y٠, z٠) نقطه ی در شده ایجاد منحنͬ بر مماس خط شیب محاسبه ی و

هستند: جزئͬ مشتقهای همان

i = (١, ٠) Dif(x, y) =
∂f

∂x
(x, y)

j = (٠, ١) Djf(x, y) =
∂f

∂y
(x, y)

(a, b) ی یͺه بردار هر جهت در f مشتق آنگاه باشد. y و x حسب بر پذیر دیفرانسیل تابعͬ z = f(x, y) کنید فرض .۵ قضیه

شود: مͬ محاسبه زیر ی رابطه از و است موجود

u = (a, b) Duf(x٠, y٠) =
∂f

∂x
(x٠, y٠)a+

∂f

∂y
(x٠, y٠)b

=

(
∂f

∂x
(x٠, y٠),

∂f

∂y
(x٠, y٠)

)a
b

 =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)
.(a, b)

بͽیرید: نظر در را زیر تابع اثبات.

g(h) = f(x٠ + ah, y٠ + bh)

داریم

g′(٠) = lim
h→٠

g(h)− g(٠)
h

= lim
h→٠

f(x٠ + ah, y٠ + bh)− f(x٠, y٠)

h
= Duf(x٠, y٠)

طرفͬ از اما

g = f(x, y)

x = x٠ + ha , y = y٠ + hb

پس

g′(٠) = ∂f

∂x
(x٠, y٠) +

∂f

∂y
(x٠, y٠)b

u = (cos(θ), sin θ) صورتِ به ͬ سازد م x محور با که زاویه ای به توجه با ͬ توان م را u دوبعدیِ یͺه ی بردارِ هر که کنید توجه

داد: نشان

٢



داریم: صورت این در

Duf =
∂f

∂x
cos θ +

∂f

∂y
sin θ

مشتق ͬ سازد. م θ = π
۶ زاویه ی x محورِ با که باشد برداری u که کنید فرض و f(x, y) = x٣ − ٣xy + ۴y٢ کنید فرض .۶ مثال

کنید. محاسبه بردار این جهت در را تابع

پاسخ.

Duf(x, y) =
∂f

∂x
(cos

π

۶
) +

∂f

∂y
(sin

π

۶
) = (٣x٢ − ٣y)(

√
٣

٢
) + (−٣x+ ٨y)(١

٢
)

تابع این ͬ شود. م ظاهر مشتق به مربوط تعاریف در (fx(x, y), fy(x, y)) بردارِ که شده اید متوجه حتماً گذشته جلسات طͬ در

است: نامͬ شایسته ی برداری

کنیم: مͬ تعریف باشد، متغیره دو تابع ͷی f(x, y) کنید فرض .٧ تعریف

∇f(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) =
∂f

∂x
(x, y)

−→
i +

∂f

∂y
(x, y)

−→
j

که کنید توجه ͬ خوانیم. م گرادیان تابع را بالا تابع است. «چنگ» سازِ معنͬ به یونانͬ کلمه ای نابلا و ͬ شود م خوانده نابلا ∇ علامتِ

ͬ برد. م R٢ در بردار ͷی به را R٢ از نقطه هر یعنͬ است. برداری تابع ͷی گرادیان

∂f

∂x
: R٢ → R

∂f

∂y
: R٢ → R

∇ : R٢ → R٢

∇(x, y) = (
∂f

∂x
(x, y),

∂f

∂y
(x, y))

آنگاه f(x, y) = sinx+ exy اگر .٨ مثال

∇f(x, y) =
∂f

∂x
(x, y)

−→
i +

∂f

∂y
(x, y)

−→
j = (cos x+ yexy)

−→
i + (xexy)

−→
j

(x, y) 7→ (cosx+ yexy)
−→
i + (xexy)

−→
j

(u = (a, b) (اگر نوشت: ͬ توان م نابلا نماد از استفاده با .٩ توجه

Duf = ∇f.−→u = (
∂f

∂x
,
∂f

∂y
).(a, b) =

∂f

∂x
a+

∂f

∂y
b

کنید. محاسبه (١−,٢) نقطه ی در و −→v = ٢−→i + ۵−→j بردار جهت در را f(x, y) = x٢y٣ − ۴y تابع مشتق .١٠ مثال

پاسخ.

Duf(x٠, y٠) = ∇f(x٠, y٠).
−→u

∇f(x٠, y٠) = (٢xy٣, ٣x٢y٢ − ۴)

٣



∇f(١−,٢) = (−۴, ٨)

−→uv =
−→v
||v||

=
٢√
٢٩

−→
i +

۵√
٢٩

−→
j

D( ٢√
٢٩ ,

۵√
٢٩ )
f(١−,٢) = −۴ × ٢√

٢٩
+ ٨ × ۵√

٢٩

است: زیر ضابطه ی دارای ∇f : R٣ → R٣ آنگاه باشد. متغیره سه تابعͬ f : R٣ → R کنید فرض .١١ توجه

(x, y, z) 7→ (
∂f

∂x
(x, y, z),

∂f

∂y
(x, y, z),

∂f

∂z
(x, y, z))

کنیم: مͬ تعریف باشد، یͺه بردار ͷی −→u = (a, b, c) اگر همچنین

Duf = ∇f.−→u

کنید. محاسبه (١, ٣, ٠) ی نقطه در −→v =
−→
i + ٢−→j −

−→
k بردار جهت در را f(x, y, z) = x sin(yz) تابع مشتق .١٢ مثال

پاسخ.

∇f(x٠, y٠, z٠) = (sin(y٠z٠), x٠z٠ cos(y٠z٠), x٠y٠ cos(y٠z٠))

∇f(١, ٣, ٠) = (sin(٠), ٠ × cos(٠), ٣ × cos(٠)) = (٠, ٠, ٣)

−→uv =
−→v
||v||

=

−→
i + ٢−→j −

−→
k√

١ + ۴ + ١
=

١√
۶
−→
i +

٢√
۶
−→
j − ١√

۶
−→
k

Duf(١, ٣, ٠) = (٠, ٠, ٣).( ١√
۶
,

٢√
۶
,− ١√

۶
) = ٠ + ٠ − ٣√

۶
= − ٣√

۶

که: گفتیم باشد. پذیر دیفرانسیل تابعͬ متغیره) سه یا متغیره (دو f کنید فرض .١٣ توجه

Duf(x٠, y٠) = ∇f(x٠, y٠).
−→u = ||∇f(x٠, y٠)||.||−→u ||. cos θ

است.) −→u و ∇f و بین ی زاویه θ)

برابر مقدار این و باشد؛ گرادیان بردار جهت در −→u که زمانͬ یعنͬ cos؛ θ = ١ که دهد مͬ روی زمانͬ Du مقدار حداکثر بنابراین

∥∇f(x٠, y٠)∥ با: است

۴



.١۴ مثال

بیابید. کنیم، مͬ حرکت (١
٢ , ٢) ی نقطه سمت به (٢, ٠) ی نقطه از وقتͬ را f(x, y) = xey تابع تغییرات نرخ الف)

است؟ چقدر مقدار این و دارد را تغییرات نرخ حداکثر تابع جهت کدام در ب)

پاسخ.
−→v = (

١
٢
− ٢, ٢ − ٠) = (−٣

٢
, ٢)

−→u =
−→v

||−→v ||
=

(−٣
٢ , ٢)√
٩
۴ + ۴

=
(−٣

٢ , ٢)
۵
٢

= (
−٣
۵

,
۴
۵
)

∇f(x٠, y٠) = (ey٠ , x٠e
y٠)

∇f(٢, ٠) = (١, ٢)

Duf(٢, ٠) = ∇f.−→u = (١, ٣−).(٢
۵

,
۴
۵
) =

−٣
۵

+
٨
۵
=

۵
۵
= ١

.
√

۴ + ١ با: است برابر مقدار این و دارد را تغییرات نرخ حداکثر (١, ٢) بردار جهت در تابع

۵
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