
چهارشنبه دوازدهم، جلسه ی نیم ١

روش ی مورد دانشجویان از ی سوال به پاسخ در است لازم کنیم، شروع را درس که آن از پیش

بدهیم: توضیح حد محاسبه ی برای اشتباه

کنید ثابت .١ مثال

lim
(x,y)→(٠,٠)

y

x٢ + ١
= ٠

چرک نویس. پاسخ.

| y

x٢ + ١
| ≤

√
y٢

x٢ + ١
≤

√
y٢ + x٢

x٢ + y٢ =
١√

x٢ + y٢

بالا: سوال برای اشتباه پاسخ

باشیم: داشته باید بالا محاسبات به بنا

١
δ
< ϵ → δ >

١
ϵ

داریم: باشند داده ϵ = ٠٫٠۵ ما به اگر مثلا

δ > ٢٠!

درست زیر عبارت که طوری به هستیم δ ی دنبال به ما که کنید توجه نیست. درست بالا پاسخ

√باشد:
x٢ + y٢ < δ → |f(x, y)| < ϵ

آنگاه
√
x٢ + y٢ < δ اگر بالا محاسبات به بنا

|f(x, y)| ≤ ١√
x٢ + y٢ ≥ ١

δ

برد! چندان بهره ی نم توان بالا عبارت آخر قسمت از و

کنید. مراجعه قبل جلسات به سوال این درست پاسخ دیدن برای

١



جزئ مشتقات ادامه ی ١ . ١

که آورده ایم قضیه ای زیر در .fxy = fyx که دیدیم f اتفاق تابع ی برای گفتیم قبل جلسه ی در

م دهد: دست به بالا رویداد برای کاف شرط

و fxy اگر باشد. شده تعریف (a, b) مرکز به D دیس ی در f تابع کنید فرض (اویلر). ٢ قضیه

آنگاه باشند پیوسته دیس این در دو هر fyx

fxy(a, b) = fyx(a, b)

اهداف جزو آن اثبات م شود. ثابت میانگین مقدار قضیه ی کارگیری به بار چند را بالا قضیه ی

دانشجوی برای استوارت کتاب از را آن اثبات جلسه، این جزوه ی پایان در ول نیست درس این

گذاشته ایم. علاقه مند

fyx؟ یا است آسان تر fxy محاسبه ی آیا که کنید بررس زیر مثال های در .٣ تمرین

x sin y + ey .١

x ln(xy) .٢

١
x

.٣

نباشند،  برقرار بالا قضیه ی شرایط اگر که م بینیم زیر مثال در بالا). قضیه ی برای نقض (مثال ۴ مثال

یرید: ب نظر در را زیر تابع نیست. برقرار نیز آن م ح آنگاه

f(x, y) =


x٣y−xy٣

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

داریم

fx(x, y) =


(٣x٢y−y٣)(x٢+y٢)−(x٣y−xy٣)(٢x)

(x٢+y٢)٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

:fx(٠, ٠) محاسبه ی روش

fx(٠, ٠) = lim
h→٠

f(٠ + h, ٠)− f(٠, ٠)
h

= ٠

٢



fxy(٠, ٠) = lim
h→٠

fx(x٠, y٠ + h)− fx(x٠, y٠)

h
= lim

h→٠

fx(٠, ٠ + h)− fx(٠, ٠)
h

= lim
h→٠

(−h٣)(h٢)

h۵ = −١

fyx(٠, ٠) = ١ که دهید نشان .۵ تمرین

.fxy(٠, ٠) = −١ و fyx(٠, ٠) = ١ بالا در پس

نم کند. نقض را بالا قضیه ی مشاهده این که دهید نشان .۶ تمرین

مماس صفحه ی ١ . ٢

این کنیم. تعریف متغیره دو تابع ی برای را کلّ دیفرانسیل مفهوم است قرار آینده جلسات در

زیرا نیست. انتظار از دور البته ارتباط، این دارد. مماس صفحه ی مفهوم با تنگاتنگ ارتباط مفهوم

م داد: نشان را منحن بر مماس خط تغییرات تابع، ی دیفرانسیل نیز، تک متغیره حالت در

∆y ≈ dy = f ′(x٠)h

y − y٠ ≈ f ′(x٠)(x− x٠)

٣



باشد: مماس صفحه ی تغییرات نمایانگر دیفرانسیل، است قرار متغیره، دو حالت در

∆z ≈ dz

ی بر مماس صفحه ی معادله ی به جلسه این در فعلا کرد. خواهیم تعریف را dz آینده، درسهای در

م پردازیم: رویه

مماس صفحه ی معادله ی باشد. پیوسته جزئ مشتقات دارای f : R٢ → R کنید فرض .٧ قضیه

است. زیر صورت به (x٠, y٠) نقطه ی در z = f(x, y) رویه ی بر

z − z٠ = fx(x٠, y٠)(x− x٠) + fy(x٠, y٠)(y − y٠)

آن که است ax+ by+ cz = ax٠ + by٠ + cz٠ صورت به صفحه معادله ی م دانیم .٨ مشاهده

نوشت: م توان نیز زیر صورت به را

z − z٠ = A(x− x٠) + B(y − y٠)

با است برابر (x٠, y٠) نقطه ی در مماس صفحه ی نرمال بردار بالا، قضیه ی به بنا .٩ توجه

(
fx(x٠, y٠), fy(x٠, y١−,(٠

)
است: زیر صورت به مماس صفحه ی معادله ی که م دانیم بالا مشاهده ی به توجه با قضیه. اثبات

z − z٠ = A(x− x٠) + B(y − y٠)

۴



بر مماس خط y = y٠ صفحه ی با مماس صفحه ی اشتراک .y = y٠ دهید قرار :A محاسبه ی

برابر نظر مورد مماس خط معادله ی است. y = y٠ صفحه ی با رویه اشتراک از شده ایجاد منحن

با است

z − z٠ = fx(x٠, y٠)(x− x٠)

داریم پس

A = fx(x٠, y٠)

مشابه طور به

B = fy(x٠, y٠)

مماس خطوط شامل واقع در (x٠, y٠) نقطه ی در رویه ی بر مماس صفحه ی که کنید توجه

نقطه ی از گذرنده صفحات با رویه اشتراک از که است منحن هائ بر ((x٠, y٠, z٠) نقطه ی (در

م شوند. ایجاد (x٠, y٠, f(x٠, y٠)

۵



اویلر: قضیه ی اثبات

۶
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