
دوشنبه یازدهم، جلسه ی ١

حد مرور ١ . ١

lim(x,y)→(٠,٠)
x sin(xy)
x٢+y٢ = ٠ که دهید نشان .١ مثال

که دهیم نشان باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀(x, y) ∈ D
(

٠ <
√

x٢ + y٢ < δ → |x sin(xy)
x٢ + y٢ | < ϵ

)

چرک نویس.

|x sin(xy)
x٢ + y٢ | = |x sin(xy)|

x٢ + y٢

|x sin(xy)|
x٢ + y٢ ≤ |x||xy|

x٢ + y٢ ≤
√
x٢|x||y|
x٢ + y٢ ⩽ �����√

x٢ + y٢�����√
x٢ + y٢

√
x٢ + y٢

����x٢ + y٢ ⩽
√

x٢ + y٢

١ آنگاه:
√
x٢ + y٢ < δ اگر آنگاه δ < ϵ اگر پس

|x sin(xy)
x٢ + y٢ | ≤

√
x٢ + y٢ < δ < ϵ

دارد؟ حد (٠, ٠) نقطه ی در زیر تابع آیا .٢ مثال

f(x, y) =
x٢y٢

x٣ + y٣

ندارد. حد آن روی تابع که ͬ کنیم م پیدا مسیر ͷی پاسخ.

همان ولͬ باشد؛ برقرار | sin(xy)| ≤ |xy| نامساویِ آن در که داریم δ١ ̞ͬͽهمسای ͷی به نیاز که گفتم کلاس ١در

نداریم. بدان نیازی کردید، اشاره درستͬ به شما خودِ که طور

١



نویس: چرک

x٣ + y٣ = x۵ ⇒ y٣ = x۵ − x٣ ⇒ y =
٣
√
x۵ − x٣

داریم: آنگاه کنیم، انتخاب را y = ٣
√
x۵ − x٣ مسیر اگر

lim
x→٠

x٢(x۵ − x٣)
٢
٣

x۵ = lim
x→٠

x٢(x٣(x٢ − ١)
) ٢

٣

x۵ = lim
x→٠

(x٢ − ١) ٢
٣

x

است: شده کشیده یادشده مسیر زیر در ندارد. وجود تابع حد پس ندارد، وجود فوق حد

برداری تابع ͷی ͬ توان م دوبعدی فضای در را y = ٣
√
x۵ − x٣ معادله ی به خط که کنید توجه

کرد: تصور زیر صورت به
−→r (t) = (t,

٣
√
t۵ − t٣).

منحنͬ رویه، روی بالا، محاسبات طبق آنگاه، کنیم، حرکت xy صفحه ی در فوق منحنͬ روی که وقتͬ

ͬ شود: م ایجاد زیر
−→r (t) = (t,

٣
√
t۵ − t٣,

(t٢ − ١) ٢
٣

t
)

ندارد): حد بالا تابع چرا که ͬ شود م معلوم شͺل این روی (از کشیده ایم را منحنͬ این شͺل زیر در

٢



ͬ بینید: م است واقع آن روی که بالا منحنͬ همراه به را رویه زیر در

جزئͬ مشتقات بحث ادامه ی ١ . ٢

نوشته مستقیم طور به x, y, z میان رابطه ی آن در که است معادله ای پارامتری، معادله ی .٣ یادآوری

نمونه ͷی شود. بیان زمان مثلا́ دیͽر، پارامتر ͷی به آنها وابستگͬ توسط آنها میان رابطه ی بلͺه نشود،

٣



فضای در ͬ توان م را راست خط هر دیͽر، مثال عنوان به دیدید. بالا مثال در را پارامتری معادله ی

نوشت: زیر صورت به برداریِ معادله ی ͷی توسط سه بعدی

−→r (t) = (x٠ + at, y٠ + bt, z٠ + ct)

است: آمده دست به چͽونه بالا معادله ی که است مشخص زیر شͺل روی از

پس

(x, y, z) = (x٠, y٠, z٠) + t(a, b, c)

دیͽر: بیان به
x = x٠ + at

y = y٠ + bt

z = z٠ + ct

ͬ خوانیم. م بالا خط جهت بردارِ را (a, b, c) بردارِ

ͬ دهد: م بردار ͷی و ͬ گیرد م عدد ͷی r(t) برداریِ تابع واقع در .۴ توجه

t 7→
(
x(t), y(t), z(t)

)
(
x٠ + at, y٠ + bt, z٠ + ct

)
آن حسب بر آمده دست به برداری مقادیر فقط و ͬ کنیم نم رسم را t پارامترِ تابعͬ، چنین رسم هنگام

ͬ کنیم. م رسم را

کنید. رسم را r(t) = (cos t, sin t, t) فضائͬ منحنͬ .۵ مثال

واقع x٢ + y٢ = ١ استوانه ی روی نظر مورد منحنͬ ،x(t)٢ + y(t)٢ = ١ که آنجا از که کنید توجه

۴



است. زیر شͺل به بˀعد دو در نیز (cos t, sin t) منحنͬ است. شده

کرده ایم: رسم را r(t) = (cos t, sin t, t) خم̧ زیر، در

ͬ چرخد. م استوانه دور مارپیچ صورت به بالا خم

صفحه ی و z = f(x, y) رویه ی تلاقͬ محل منحنͬ بر مماس خط پارامتری معادله ی .۶ مثال

بنویسید. (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در را y = y٠

۵



پاسخ.

با است برابر نظر مورد خط شیب
∂z

∂x
(x٠, y٠)

خط: zمعادله ی − z٠ = ∂z
∂x
(x٠, y٠)(x− x٠)

y = y٠

خط: پارامتری معادله ی
x = t

y = y٠

z = z٠ − ∂z
∂x
(x٠, y٠)x٠ +

∂z
∂x
(x٠, y٠)t

با است برابر مثال این خط مولد )بردار
١, ٠, ∂z

∂x
(x٠, y٠)

)

۶



در مماس خط معادله ی داریم. را z = g(x) = f(x, y٠) منحن̞ͬ y = y٠ صفحه ی در دوم. بیان

است: زیر صورت به x٠ نقطه ی

z − z٠ = g′(x٠)(x− x٠)

با است برابر g′(x٠) آن در که
∂z

∂x
(x٠, y٠)

صفحه ی و z = f(x, y) رویه ی تلاقͬ محل منحنͬ بر مماس خط پارامتری معادله ی .٧ تمرین

بنویسید. (x٠, y٠, z٠) نقطه ی در را x = x٠

معادلات ͬ کند. م قطع بیضͬ ͷی در را y = ٢ صفحه ی ۴x٢+٢y٢+z٢ = ١۶ ͬ وار بیض .٨ مثال

رسم نیز را نظر مورد (بیضͬ بنویسید. (١, ٢, ٢) نقطه ی در را بیضͬ این بر مماس خط پارامتری

کنید.)

پاسخ.

z − z٠ = ∂z
∂x
(١, ٢)(x− ١)

y = ٢

ͬ گیریم. م مشتق x حسب بر ۴x٢ + ٢y٢ + z٢ = ١۶ معادله ی طرف دو از ∂z/∂x محاسبه ی برای

٨x+ ٠ + ٢Z ∂z

∂x
= ٠ ⇒ ∂z

∂x
(١, ٢) = −٢

z = ۴ − ٢t

y = ٢

x = t

٧



است: شده ترسیم بالا وضعیت زیر در

باشیم: داشته و باشد وابسته آنها به z و باشند هم از مستقل y و x کنید فرض .٩ مثال

yz − ln z = x+ y

کنید. محاسبه را ∂z
∂x

آنگاه

پاسخ.

y
∂z

∂x
− ١

z

∂z

∂x
= ١ ⇒ ∂z

∂x
(y − ١

z
) = ١ ⇒ ∂z

∂x
=

١
y − ١

z

باشیم داشته اگر .١٠ تمرین

f(x, y) = x(x٢ + y٢)−
٣
٢ esin(x

٢y)

بیابید. را fx(١, ٠) آنگاه

نقطه ی ͷی در تابع مشتق اگر که دیدیم ( y = f(x) تابع (مثلا́ متغیره تک توابع در .١١ توجه

است ممͺن z = f(x, y) توابع در اما است. پیوسته نقطه آن در تابع آنگاه باشد، موجود x = x٠

نباشد. پیوسته (x٠, y٠) در تابع ولͬ باشند موجود دو هر ∂z
∂y
(x٠, y٠) و ∂z

∂x
(x٠, y٠)

٨



بͽیرید. نظر در را زیر تابع .١٢ مثال

f(x, y) =

٠ xy ̸= ٠

١ xy = ٠

موجودند. دو هر ∂f
∂y
(٠, ٠) و ∂f

∂y
(٠, ٠) اما نیست، پیوسته (٠, ٠) نقطه ی در f تابع که دهید نشان

در f آنگاه باشند پیوسته (a, b) مرکز به ͷدیس ͷی در دو هر ∂f
∂y
(x, y) و ∂f

∂x
(x, y) اگر .١٣ توجه

تابع واقع، در شده، ذکر شرایط تحت که دید خواهیم آینده درسهای در است. پیوسته (a, b) نقطه ی

است. دیفرانسیل پذیر نظر مورد

.١۴ تمرین

f(x, y) =


x٣y

x۶+y۶ ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

مبدأ در f که دهید نشان نیستند. پیوسته (٠, ٠) در و موجودند نقاط تمام در fy و fx که دهید نشان

نیست. پیوسته

٩



z = f(x, y)تابع برای بالاتر مراتب جزئͬ مشتقات ١ . ٣

متغیره دو توابعͬ نیز ∂z/∂y و ∂z/∂x آنگاه باشد، متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) اگر که گفتیم

گرفت: نظر در نیز را آنها جزئͬ مشتقات ͬ توان م پس هستند.

(fx)x = fxx = ∂
∂x
(∂f
∂x
) = f١١ .١

کنید) توجه متغیرها نوشتن ترتیب (به (fx)y = fxy =
∂
∂y
(∂f
∂x
) = ∂٢f

∂y∂x
= f١٢ .٢

(fy)x = fyx = ∂
∂x
(∂f
∂y
) = ∂٢f

∂x∂y
= f٢١ .٣

(fy)y = fyy =
∂
∂y
(∂f
∂y
) = f٢٢ .۴

بیابید. (a, b) نقطه دلخواه ͷی در را fyx و fxy مشتقات .١۵ مثال

f(x, y) = x٣ + x٢y٣ − ٢y٢

پاسخ.

fx = ٣x٢ + ٢xy٣ − ٠

fy = ٣x٢y٢ − ۴y

fxy(a, b) = ۶ab٢ = fyx

ولͬ ͬ رسد، م نظر به عجیب امر این چند هر شد. برابر fyx با fxy که کردید مشاهده بالا مثال در

کرد. خواهیم صحبت باره این در بعد جلسه ی در است. برقرار همواره شرایطͬ تحت

تمرین ٢

نیستند. موجود زیر حدهای که دهید نشان .١۶ تمرین

lim(x,y,z)→(٠,٠,٠)
xy+yz

x٢+y٢+z٢ .١

lim(x,y,z)→(٠,٠,٠)
xy+yz٢+xz٢

x٢+y٢+z٢ .٢

١٠



که دهید نشان .١٧ تمرین

lim
(x,y,z)→(٠,٠,٠)

x٢y٢z٢

x٢ + y٢ + z٢ = ٠

تابع که دهید نشان .١٨ تمرین

f(x, y) =


y sinx٢

x٢+y٢ (x, y) ̸= (٠, ٠)

٠ (x, y) = (٠, ٠)

است. پیوسته تابعͬ

کنید: محاسبه را زیر حدهای .١٩ تمرین

lim(x,y)→(١,١),x̸=١
xy−y−٢x+٢

x−١ .١

lim(x,y)→(٢,−۴),x ̸=x٢,y ̸=−۴
y+۴

x٢y−xy+۴x٢−۴x .٢

lim(x,y)→(۴,٣),x ̸=y+١

√
x−√

y+١
x−y−١ .٣

بیابید. را ∂f
∂y

و ∂f
∂x

.٢٠ تمرین

f(x, y) = ax+by
cx+dy

.١

f(x, y) = (x٢ − ١)(y + ٢) .٢

f(x, y) = ١
x+y

.٣

f(x, y) = exy ln y .۴

است. پیوسته تابعͬ g(t) آن در که f(x, y) =
∫ y

x
g(t)dt .۵

بیابید. را دوم جزئͬ مشتقات تمام .٢١ تمرین

f(x, y) = x٢y + cos y + y sinx .١

h(x, y) = xey + y + ١ .٢

١١



s(x, y) = tan−١( y
x
) .٣

است: زیر کلͬ صورت به موج معادله ی .٢٢ تمرین

∂٢u

∂t٢ = a٢∂
٢u

∂x٢

u(x, t) = sin(x−at) تابع که دهید نشان دارد. بستگͬ طناب جنس به a ضریبِ بالا، معادله ی در

ͬ کند. م صدق موج معادله ی در

١٢
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