
نهم جلسه ی ١

زیر: صورت به باشد فضایی) (منحنͬ برداری تابع ͷی r(t) اگر .١ یادآوری

r(t) = (f(t), g(t), h(t))

آنگاه

r′(t) = (f ′(t), g′(t), h′(t))

r′′(t) = (f ′′(t), g′′(t), h′′(t))∫ b

a

r(t) = (

∫ b

a

f(t),

∫ b

a

g(t),

∫ b

a

h(t))

حساب اساسͬ قضیه ی ١ . ١

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a)

برداری: زبان ∫به b

a

r′(t)dt = r(b)− r(a)

بیابید. را
∫ π

٢
٠ r(t)dt مقدار آنگاه ،r(t) = (٢ cos t, sin t, ٢t) اگر .١ مثال

∫پاسخ. π
٢

٠
r(t)dt = (٢

∫ π
٢

٠
cos tdt,

∫ π
٢

٠
sin tdt,

∫ π
٢

٠
٢tdt) = (٢ sin t|

π
٢٠ ,− cos t|

π
٢٠ , t

٢|
π
٢٠ ) =

(٢ sin
π

٢
− ٢ sin ٠,− cos

π

٢
+ cos ٠, π

٢

۴
− ٠) = (٢, ١, π

٢

۴
)

بیابید. شده داده نقطه ی در را زیر منحنͬ بر واحد مماس̞ بردار .٢ مثال

r(t) = (t٢ − ٢t, ١ + ٣t, ١
٣
t٣ +

١
٢t٢ )

بیابید. t = ٢ در را واحد مماس بردار

١



: t نقطه ی در منحنͬ بر مماس بردار جهت پاسخ.

r′(t) = (٢t− ٢, ٣, t٢ + t)

منحنͬ: بر واحد مماس̞ بردار

T (t) =
r′(t)

∥r′(t)∥

T (٢) = r′(٢)
∥r′(٢)∥

r′(٢) = (٢, ٣, ۶)

∥r′(٢)∥ =
√

۴ + ٩ + ٣۶

T (٢) = ١√
۴٩

(٢, ٣, ۶)

فضائͬ منحنͬ ͷی طول محاسبه ی ١ . ٢

باشد شده داده r(t) = (f(t), g(t), h(t)) برداری معادله ی توسط c فضائ̞ͬ منحن̞ͬ کنید فرض

شده پیموده b به a از t رفتن بار ͷی با تنها منحنͬ و هستند پیوسته سه هر h′ و g′ ، f ′ آن در (که

مثلا́ است.)

r(t) = (cos t, sin t) ٠ ⩽ t ⩽ ٢π

بعدی دو فضای در یا

y = f(x)

٢



زیر: برداری صورت به

r(x) = (x, f(x))

وقتͬ پاره خطها این طول حاصلجمع ͬ کنیم. م تقسیم پاره خط n به را آن منحنͬ، طول محاسبه ی برای

وقتͬ یعنͬ شود، زیاد خیلͬ n وقتͬ پاره خط هر طول شد. خواهد منحنͬ طول با برابر ،n → ∞

با ͬ شود م برابر شوند، کم خیلͬ √فاصله ها
dx٢ + dy٢ + dz٢

با: است برابر b تا a نقطه ی از منحنͬ طول پس
b∑

x=a

√
dx٢ + dy٢ + dz٢

dx, dy, dz → ٠

منحنͬ طول = lim
n→∞

∑
خط طولnپاره

lim
dx,dy,dz→٠

b∑
x=a

√
dx٢ + dy٢ + dz٢ =

∫ b

a

√
dx٢ + dy٢ + dz٢

داریم: که آنجا از

x = f(x)

dx = f ′(t)dt, dy = g′(t)dt, dz = h′(t)dt

∫پس b

a

√
(f ′(t))٢dt٢ + (g′(t))٢dt٢ + (h′(t))٢dt٢ =

∫ b

a

√
(f ′(t))٢ + (g′(t))٢ + (h′(t))٢dt

٣



با است برابر t = b تا t = a از r(t) منحنͬ طول دیͽر بیان ∫به b

a

∥r′(t)∥dt

نقطه ی از را آن کمان طول گرفته نظر در را r(t) = (cos t, sin t, t) دایره ای پیچار .٣ مثال

کنید. محاسبه (١, ٠, ٢π) تا (١, ٠, ٠)

پاسخ.

P = (١, ٠, ٠) → t = ٠

Q = (١, ٠, ٢π) → t = ٢π

r(t) = (cos t, sin t, t)

r′(t) = (− sin t, cos t, ١)

∥r′(t)∥ =
√

sin٢ t+ cos٢ t+ ١ =
√

٢∫ ٢π

٠
∥r′(t)∥dt =

∫ ٢π

٠

√
٢dt =

√
٢t|٢π٠ = ٢

√
٢π

کنید. محاسبه t = θ تا t = ٠ از را زیر دایره ی کمان طول .۴ تمرین

r(t) = (cos t, sin t)

کنید. مقایسه دایره محیط فرمولِ با را نتیجه

۴



ͬ توان م را منحنͬ این بͽیرید. نظر در ١ ⩽ t ⩽ ٢ برای را r(t) = (t, t٢, t٣) مͺعبی̞ منحنͬ

رسید. شͺل همان به دقیقاً و کرد پارامتربندی نیز زیر برداری تابع از استفاده با

r٢(u) = (eu, e٢u, e٣u) ٠ ⩽ u ⩽ ln ٢

u = ٠ → (١, ١, ١)

u = ln ٢ → (٢, ۴, ٨)

نیست. آن پارامتربندی نحوه ی به وابسته منحنͬ طول .۵ توجه

نقطه ی ͷی یعنͬ است. آن کمان طول حسب بر منحنͬ پارامتربندی درس ادامه ی در ما هدف

نشان r(s) که ͬ کنیم م پیدا گونه ای به را r(s) برداریِ معادله ی سپس ͬ گیریم. م نظر در را آن روی P

منحنͬ کجای در ͬ کنیم، م حرکت p نقطه ی از منحنͬ روی s اندازه ی به وقتͬ که باشد این دهنده ی

ͬ شویم. م واقع

اشͺال چند رفع

r(t) = (t٢, t٣) − ٢ ⩽ t ⩽ ٢

۵



r(t) = (t, t٢, t٣)

کنید. مقایسه هم با را z٢ = x٢ − y٢ − ١ و z٢ = x٢ − y٢ + ١ رویه ی دو .۶ مثال

.١ پاسخ.

z٢ = x٢ − y٢ + ١

: z = ٠ صفحه ی در تصویر

x٢ − y٢ + ١ = ٠ ⇒ y٢ − x٢ = ١

۶



: x = ٠ صفحه ی در تصویر

z٢ + y٢ = ١

: y = ٠ صفحه ی در تصویر

z٢ − x٢ = ١

٧



نهایی: شͺل

٨



.٢

z٢ = x٢ − y٢ − ١

نهائͬ شͺل یعنͬ نیست. شͺلͬ صفحه این در پس z٢ + y٢ = −١ : x = ٠ صفحه ی در

بود. خواهد خالͬ شͺل از بخشͬ پس داشت. نخواهد اشتراکͬ x = ٠ صفحه ی با

z٢ + y٢ = ٣ : x = ٢ صفحه ی در

: z = ٠ صفحه ی در

x٢ − y٢ = ١

نهایی: شͺل

٩



(ͬͺمش رنگ با دیͽری و قرمز رنگ با ͬͺی) هم با شͺل دو مقایسه ی

: r(t) = (t, sin t) و r(t) = (sin t, t) منحنͬ دو مقایسه ی

r(t) = (sin t, t)رنگ آبی منحنͬ

١٠



r(t) = (t, sin t)رنگ قرمز منحنͬ

شده اند. کشیده زیر تارنمای دو از استفاده با قسمت این نمودارهای

https://www.geogebra.org/classic/2d

https://www.geogebra.org/classic/3d

١١

https://www.geogebra.org/classic/2d
https://www.geogebra.org/classic/3d
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