
هفتم جلسه ی ١

ͬ کنیم. م حل را پیشین بحثهای به تمرین̞ مربوط دو درس شروع از پیش

بیابید. را زیر متناف˼رِ خط˼ دو بین̞ فاصله ی .١ مثال

L١ :


x = ١ + t

y = −٢ + ٣t

z = ۴ − t

L٢ :


x = ٢s

y = ٣ + s

z = −٣ + ۴s

موازیند: یا R٣ در خط دو توجه.

متقاطعند: یا

متنافر: یا

١



این و شده اند واقع هم با موازی صفحه ی دو روی که هستند خطͬ دو متنافر، خط˼  دو از منظور

زیر: شͺل در ͬͺمش خط دو مانند موازیند؛ هم با نه و ͬ کنند م قطع را همدیͽر نه خط دو

فاصله ی سپس ،L٢و شامل دیͽری L١و شامل ͬͺی کنیم، پیدا موازی صفحه ی دو است کافͬ پاسخ.

بیابیم. را صفحه دو این بین

کنیم. محاسبه M١ صفحه ی تا را M٢ صفحه ی روی نقطه ͷی فاصله ی است کافͬ

: M١ صفحه ی معادله ی آوردن بدست

نیازمندیم. آن بر عمود بردار ͷی و صفحه روی نقطه ͷی به

L٢ خط بر بر n ترتیب همین به است. عمود L١ خط بر n آنگاه باشد صفحه بر عمود بردار n اگر

٢



است. عمود نیز

باشد. زیر بردار ͬ تواند م n بردار پس

n =
Lخط١ بردار

a ×
Lخط٢ بردار

b

(١, ١−,٣) : L١ خط بردار

(٢, ١, ۴) : L٢ خط بردار

n =


i j k

١ ٣ −١

٢ ١ ۴

 = (a, b, c) = (١٣,−۶,−۵)

(٢−,١, ۴) : t = ٠ در (M١ صفحه ی روی (یعنͬ L١ خط روی نقطه ͷی

:M١ صفحه ی معادله ی

١٣x− ۶y − ۵z = (١)١٣− ۶(−٢)− ۵(۴) = ۵

کنیم: پیدا L٢ خط˼ روی نقطه ͷی است کافͬ :M٢ صفحه ی روی نقطه  ͷی

s = ٠ ⇒ (٢, ٣−,٣)

فاصله ی محاسبه ی فرمولِ کنیم. محاسبه M١ صفحه ی از را فوق نقطه ی فاصله ی است کافͬ حال

:ax+ by + cz + d = ٠ صفحه ی از (x٠, y٠, z٠) نقطه ی

|ax٠ + by٠ + cz٠ + d|√
a٢ + b٢ + c٢

با است برابر نظر مورد خط دو بین فاصله ی پس

|(٢)١٣− ۶(٣)− ۵(−٣)− ۵|√
١٣٢ + ۶٢ + ۵٢

است: زیر صفحه ی دو تقاطع محل که بیابید را خطͬ معادله ی .٢ M١مثال : ٢x+ ٣y + ۴z = ۵

M٢ : ٢x+ ٣y − z = ۵

٣



بیابیم. را آن جهت بردار و آن از نقطه ͷی است کافͬ خط ͷی معادله ی آوردن بدست برای پاسخ.

زیر صورت به باشد (a, b, c) بردارِ با همجهت و بͽذرد (x٠, y٠, z٠) نقطه ی از که خطͬ معادله ی

است:

x = x٠ + at y = y٠ + bt z = z٠ + ct

هم و M١ صفحه ی بردار هم ،M٢ صفحه ی روی هم و است M١ صفحه ی روی هم خط که آنجا از

ͬ شود م تعیین بردار دو این خارجͬ ضرب توسط خط جهت پس عمودند. آن بر M٢ صفحه ی بردار

ͬ دهیم. م نشان n٢ و n١ با را آنها که

n١ × n٢ خط: بردار

خط: بردار

.(٢, ٣, ۴)× (٢, ١−,٣) = (−١۵,+١٠, ٠)

بدانیم است کافͬ کار این برای کنیم. پیدا آن روی نقطه ای است کافͬ ͬ دانیم م را خط جهت که حال

صفر برابر را x صفحه، دو هر معادله ی در ͬ آید. م دست به چͽونه نقطه مختصات بقیه ی x = ٠ در

برسیم: مجهول دو با زیر معادله ی دو به تا ͬ گیریم م

٣y + ۴z = ۵ ٣y − z = ۵ ⇒ z = ٠, y =
۵
٣

نقطه ی از که بیابیم را خطͬ معادله ی است کافͬ ͬ رسیم. م نظر مورد نقطه ی به معادله این حل با

است: (−١۵, ١٠, ٠) بردارِ موازی و ͬ گذرد م (٠, ۵
٣ , ٠)

x = ٠ − ١۵t y =
۵
٣
+ ١٠t z = ٠ + ٠t = ٠

۴



برداری توابع مشتق ١ . ١

باشد: برداری تابع ͷی r(t) کنید فرض

r(t) = (f(t), g(t), h(t))

ͬ شود: م تعریف زیر فرمول با t لحظه ی در r(t) مشتق

r′(t) = lim
h→٠

r(t+ h)− r(t)

h

با همجهت مماس̞ بردار r′(t) یعنͬ است. مماس r(t) منحنͬ بر t لحظه ی هر در r′(t) .٣ توجه

است: r(t)

۵



آنگاه r(t) = (f(t), g(t), h(t)) اگر .۴ توجه

r′(t) = lim
h→٠

r(t+ h)− r(t)

h
= lim

h→٠

(f(t+ h), g(t+ h), h(t+ h))− (f(t), g(t), h(t))

h

= (f ′(t), g′(t), h′(t))

بیابید. t نقطه ی در را r(t) = (١ + t٣)i+ te−tj+ sin tk برداری تابع مشتق .۵ مثال

پاسخ.

r′(t) = (٣t٢, e−t − e−tt, cos t)

بیابید. (٠, ١, π٢ ) نقطه ی در را زیر معادله ی به پیچار بر مماس خط معادله ی .۶ مثال
x = ٢ cos t

y = sin t

z = t

کنید. رسم را (٢ cos t, sin t) فضایی منحنͬ بˀعدی دو فضای در پاسخ.

دوم: توجیه

x(t) = ٢ cos t ⇒ x٢ = ۴ cos٢ t

y(t) = sin t ⇒ y٢ = sin٢ t

۶



⇒ x٢

۴
+ y٢ = ١

از y محورِ در و ͬ شود م کشیده ٢ تا −٢ از x محورِ در که است بیضͬ ͷی معادله ی فوق، معادله ی

است: زیر صورت به نظر مورد پیچار .١ تا −١

٧



هستیم. نظر مورد خط برای جهت بردار ͷی و خط روی نقطه ͷی نیازمند

t = ٠


x = ٢

y = ٠

z = ٠

t =
π

٢


x = ٠

y = ١

z = π
٢

تعیین زیر بردار با خط این جهت است، مماس منحنͬ بر (٠, ١, π٢ ) نقطه ی در L خط که آنجا از

ͬ شود. م

r′(t) = (−٢ sin(
π

٢
), cos(

π

٢
), ١) = (−٢, ٠, ١)︸ ︷︷ ︸

خط جهت

با: است برابر خط معادله ی نتیجه در است. شده داده سوال در نیز نقطه

x− ٠
٢

=
z − π

٢
١

, y = ١

با: است برابر خط پارامتری معادله ی
x = ٠ + t(−٢)

y = ١ + t(٠)

z = π
٢ + t(١)

٨



شود. مͬ تعریف مشابه طور به هم دوم مشتق .٧ توجه

r′′(t) = (f ′′(t), g′′(t), h′′(t))

.٨ قضیه

•
d

dt
(u(t) + v(t)) = u′(t) + v′(t)

•
d

dt

عدد
c u(t) = cu′(t)

•
d

dt
(

عددی تابع

f(t)
برداری تابع

u(t) ) = f ′(t)u(t) + f(t)u′(t)

•
d

dt
(u(t)

داخلͬ ضرب
· v(t)) = u′(t) · v(t) + u(t) · v′(t)

•
d

dt
(u(t)

خارجͬ ضرب
× v(t)) = u′(t)× v(t) + u(t)× v′(t)

•
d

dt
u(f(t)) = f ′(t)u′(f(t))

بطوریͺه باشد برداری تابع ͷی r(t) کنید فرض .٩ مثال

∀t ∥r(t)∥ = c

لحظه ی هر در r′(t) مماس̞ بردار که دهید نشان باشد. ثابت لحظات همه ی در مͺان بردار طول یعنͬ

است. عمود r(t) مͺانِ بردار بر t

٩



پاسخ.

∥r(t)∥٢ = r(t) · r(t) = c

a · a = ∥a∥٢

a · a = a٢
١ + a٢

٢ + a٢
٣

ͬ گیریم. م مشتق r(t) · r(t) = c رابطه ی از بنابراین

d

dt
(r(t) · r(t)) = r′(t) · r(t) + r(t) · r′(t) = ٠

داریم: فوق معادله ی حل با

٢r(t) · r′(t) = ٠ ⇒ r(t) · r′(t) = ٠

است. عمود r′(t) بر r(t) جهت بردار که ͬ گیریم م نتیجه پس

است. زیر صورت به برداری تابع انتگرال آنگاه r(t) = (f(t), g(t), h(t)) اگر .١٠ ∫تعریف b

a

r(t)dt = (

∫ b

a

f(t)dt,

∫ b

a

g(t)dt,

∫ b

a

h(t)dt)

کنید: رسم را خود دلخواه فضائͬ ͬ های منحن ͬ توانید م نیز زیر تارنمای در .١١ توجه

http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/

١٠

http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/


امروز درس کلاس در اشͺال ͷی رفع

(cos(t), sin(t), et) و (cos(t), sin(t), ١
١+t٢ ) فضائ̞ͬ منحنͬ دو مقایسه ی درباره ی کلاس در امروز

ͷنزدی صورت به پایینتری دایره های همواره t بزرگترِ مقادیرِ برای اولͬ در که کنید دقت کردیم. بحث

١ از کمتر همیشه z مقدارِ همچنین ͬ شوند. م ͷنزدی هم به z مقادیر چون ͬ شوند. م کشیده هم به

با برابر آن ارتفاع که هستیم منحنͬ بالای در ما t = ٠ در یعنͬ ͬ رود. نم بالاتر ١ از منحنͬ و است

است: زیر صورت به یادشده فضائͬ ̞ ͬ منحن شͺل ͬ رویم. م پایینتر شود بزرگتر t چه هر و است ١

سمت به منحنͬ و ͬ شود م زیاد نمائͬ صورت به z مقدارِ (cos t, sin t, et) منحن̞ͬ در طرفͬ از اما

و ͷکوچ بسیار دو هر e−٢٠ و e−١٠ = ١
e١٠ مثلا که کنید توجه است. حرکت در بی نهایت تا بالا

است: زیر صورت به یادشده منحنͬ دارند. هم از زیادی بسیار فاصله ی e١٠ و e١ ولͬ صفرند به ͷنزدی

١١
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