
ششم جلسه ی ١

خط تا را مبدأ فاصله ی .١ مثال
x = ١ + t

y = ٢ − t

z = −١ + ٢t

بیابید. را

موازی (١−,١, ٢) بردار با و ͬ گذرد م (١, ١−,٢) نقطه ی از یادشده خط که کنید توجه پاسخ.

است.

کند. قطع P ′ در را آن که بͺشیم نظر مورد خط به عمود خطͬ مبدأ از کنیم فرض

P ′ = (x, y, z) , O = (٠, ٠, ٠)

خط جهتِ بردارِ و OP ′ داخلͬ حاصلضرب باید پس باشد. عمود خط بر OP ′ بردار ͬ خواهیم م

شود. صفر

(x, y, z) · (١−,١, ٢) = ٠ ⇒ x− y + ٢z = ٠

خط˼ پارامترهای کند. صدق خط معادله ی در باید پس است. واقع L خط˼ روی P ′ نقطه ی طرفͬ از

ͬ دهیم. م قرار x− y + ٢z = ٠ معادله ی در را L

١ + t− ٢ + t− ٢ + ۴t = ٠ ⇒ t =
١
٢

١



ͬ رسیم. م P ′ نقطه ی به t = ١
٢ در نتیجه در

x = ١ + t = ٣
٢

y = ٢ − t = ٣
٢

z = −١ + ٢t = ٠

ͬ شود: م که OP′ طول با است برابر خط تا مبدأ فاصله ی و (٣
٢ ,

٣
٢ , ٠) با است برابر P ′ نقطه ی √پس

(
٣
٢
)٢ + (

٣
٢
)٢ + ٠ =

٣
٢
√

٢

فضایی ͬ های منحن و برداری توابع ٢

باشد. R٣ آن برد و R آن دامنه ی که ͬ شود م گفته برداری تابع تابعͬ به درس این در

r : R −→ R٣

t 7→ (f(t), g(t), h(t))

.٢ توجه

f, g, h : R −→ R︸ ︷︷ ︸
ͬ شود. م rگفته برداریِ تابع مختصات توابع اینها به

نوشت: زیر صورت به را r ͬ توان م

r(t) = f(t)i+ g(t)j+ h(t)k

است. برداری تابع ͷی r(t) = (١ + t)i+ (٢ − t)j+ (−١ + ٢t)k .٣ مثال

راست خط ͷی


x(t) = ١ + t

y(t) = ١ − t

z(t) = −١ + ٢t

٢



بیابید. را زیر برداری تابع̧ دامنه ی .۴ مثال

r(t) = (t٣, ln(٣ − t),
√
t)

t ⩾ ٠ باشیم: داشته باید
√
t داشتن معنͬ برای پاسخ.

٣ − t > ٠ باشیم: داشته باید ln(٣ − t) دامنه ی در

ماست. نظر مورد دامنه ی t ∈ [٠, ٣) پس

ͬ کنیم: م تعریف آنگاه، r(t) = (f(t), g(t), h(t)) اگر برداری). توابع (حد ۵ تعریف

lim
t→a

r(t) = (lim
t→a

f(t), lim
t→a

g(t), lim
t→a

h(t))

که کنید توجه باشند. موجود سه هر limt→a h(t) و limt→a g(t) ،limt→a f(t) ͬ که صورت در

عبارت

lim
t→a

r(t) = (b١, b٢, b٣)

به کرد، کم دلخواه اندازه ی هر به ͬ توان م را (b١, b٢, b٣) نقطه ی از r(t) بردارِ فاصله ی که این یعنͬ

دیͽر: بیان به شود. ͷنزدی a به کافͬ اندازه ی به t که این شرط

lim
t→a

r(t) = (b١, b٢, b٣) ⇔ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ ∀t (|t−a| < δ → ∥r(t)−(b١, b٢, b٣)∥ < ϵ).

کنید. حساب را زیر حد آنگاه r(t) = (١ − t٣)i+ (te−t)j+ ( sin t
t
)k اگر .۶ مثال

lim
t→٠

r(t)

پاسخ.

lim
t→٠

١ + t٣ = ١, lim
t→٠

te−t = ٠, lim
t→٠

sin t

t
= ١ ⇒ lim

t→٠
r(t) = (١, ٠, ١)

هرگاه است، پیوسته a نقطه ی در r برداری تابع ͬ گوییم م (پیوستگͬ). ٧ تعریف

lim
t→a

r(t) = r(a)

٣



نقطه ی در h و g ،f اگر تنها و اگر است پیوسته a نقطه ی در r(t) = (f(t), g(t), h(t)) پس

باشند. پیوسته a

روی پیوسته و حقیقͬ توابعͬ


f : I → R

g : I → R

h : I → R

توابع کنید فرض فضائͬ). ͬ های (منحن ٨ تعریف

دهید قرار باشند I ⊆ R بازه ی

C = {(f(t), g(t), h(t))|t ∈ I}

ͬ گوییم. م فضائͬ منحنͬ ͷی C به

خطها. مانند باشند؛ صفحه) ͷی در واقع (یعنͬ مسطح ͬ توانند م فضائͬ ͬ های منحن

کنید. تحلیل را زیر پارامتری معادلات توسط شده ساخته فضایی منحنͬ .٩ مثال
x = ١ + t

y = ٢ + ۵t

z = −١ + ۶t

هستند. زیر جهت بردار و زیر نقطه ی از آمده دست به خط نشانگر بالا معادلات پاسخ.

,١)نقطه ١−,٢)

,١)بردار ۵, ۶)

را فضائͬ ͬ های منحن برخͬ ادامه در نیست. آسان فضائͬ ͬ های منحن همه ی رسم کلͬ طور به

کرده ایم. رسم میپل نرم افزار از استفاده با را آنها نمودار و کرده ایم تحلیل

کنید. رسم را زیر معادله ی فضائͬ منحنͬ .١٠ مثال

r(t) = cos ti+ sin tj+ tk

۴



منحنͬ این بͽیرید. نظر در را r(t) = (cos t, sin t) بعدی دو مسطح منحنͬ ابتدا نخست پاسخ.

کشیده ساعت عقربه های عکس جهت در ٢π تا ٠ از t حرکتِ با که است مثلثاتͬ دایره ی همان

ͷی r(t) = (cos(t), sin(t)) منحن̞ͬ sin٢(t) + cos٢(t) = ١ که آنجا از دیͽر بیان یه ͬ شود. م

است. دایره

x = cos t, y = sin t x٢ + y٢ = cos٢ t+ sin٢ t = ١

ͷی شعاع با دایره ͷی z = ٠ صفحه ی روی r(t) = cos ti + sin tj + tk منحنͬ تصویرِ پس

که کنید دقت حال است. واقع x٢ + y٢ = ١ استوانه ی روی باشد چه هر r(t) منحنͬ پس است.

ͬ کشاند. م بالا سمت به را دایره خود با و ͬ شود م زیادتر t زمانِ با z مؤلفه ی
١ ͬ شود. م گفته پیچار ͷی یا مارپیچ، ͷی بالا، معادله ی از حاصل شͺل به

١helix

۵



> spacecurve([cos(t), sin(t), t], t = 0 .. 20*Pi, numpoints = 1000)

بیابید. را y + z = ٢ صفحه ی با x٢ + y٢ = ١ استوانه ی تقاطع محل فضائͬ منحنͬ .١١ مثال

استوانه ی پاسخ.

است: زیر شͺل به x٢ + y٢ = ١

۶



کرد: رسم آن از نقطه سه کردن مشخص با ͬ توان م نیز را نظر مورد صفحه ی

است. بیضͬ ͷی صفحه با استوانه تقاطع محل

٧



خواهیم. مͬ را x(t), y(t), z(t) پارامتر سه بیضͬ، معادله ی آوردن بدست برای

با است برابر xy صفحه ی روی بیضͬ تصویر

x٢ + y٢ = ١

ͬ شود: م مشخص زیر پارامتری معادله ی با نظر مورد تصویر پس

x(t) = cos t, y(t) = sin t

با است برابر z مؤلفه ی است، واقع y + z = ٢ صفحه ی روی نظر مورد بیضͬ که آنجا از

.z(t) = ٢ − sin t

٨



> spacecurve([cos(t), sin(t), 2-sin(t)], t = 0 .. 2*Pi, numpoints = 1000)


x = (۴ + sin(٢٠t)) cos t

y = (۴ + sin(٢٠t)) sin t

z = cos(٢٠t)

بͽیرید: نظر در را مقابل معادله ی به فضائͬ منحنͬ .١٢ مثال

به دونات)  شͺل (به چنبره ͷی روی زیرا ͬ گوئیم، م چنبره ای مارپیچ ͷی منحنͬ این به پاسخ.
٢ ͬ کند. م حرکت مارپیچ صورت

٢Toroidal spiral

٩



> spacecurve([(4+sin(20*t))*cos(t), (4+sin(20*t))*sin(t), cos(20*t)],

t = 0 .. 2*Pi, numpoints = 1000)

کنید. رسم را r(t) = (t, t٢, t٣) معادله ی به فضائͬ منحنͬ .١٣ مثال

١٠



واقعند. y = x٢ سهموی استوانه ی روی x, y مؤلفه های که کنید دقت پاسخ.

> implicitplot٣d(y = x٢, x = −۵..۵, y = −۵..۵, z = −۵..۵,

scaling = constrained, numpoints = ١٠٠٠)

واقعند: z = x٣ معادله ی به استوانه ͷی روی بر x, z مؤلفه های طرفͬ از

implicitplot٣d(z = x٣, x = −۵..۵, y = −۵..۵, z = −۵..۵,

scaling = constrained, numpoints = ١٠٠٠)

١١



٣ شده) خم مͺعبی (منحنͬ ͬ شود م حاصل زیر شͺل ایندو تقاطع از

> spacecurve([t, t٢, t٣], t = −٢..٢, numpoints = ١٠٠٠)

کنید. رسم را (t cos t, t, t sin t) .١۴ مثال

کنید: دقت x, z بین رابطه ی به پاسخ.

x٢ + z٢ = t(١)٢ = t٢

٣twisted cubic

١٢



است. واقع مخروط ͷی روی نظر مورد منحنͬ پس

> spacecurve([t ∗ cos(t), t, t ∗ sin(t)], t = ١٠..٠ ∗ Pi, numpoints = ١٠٠٠)

را (cos t, sin t, cos ٢t) فضائͬ منحنͬ سپس ، (cos t, cos ٢t) بعدی دو منحنͬ ابتدا .١۵ مثال

کنید. رسم

:(cos t, cos ٢t) منحنͬ پاسخ.

x = cos t, y = cos ٢t

cos ٢t = cos٢ t− sin٢ t = ٢ cos٢ t− ١

داریم: نتیجه در

y = ٢x٢ − ١

١٣



:(cos t, cos ٢t, ٠) منحنͬ

> spacecurve([cos(t), cos(٢ ∗ t), ٠], t = ٢..٠ ∗ Pi, numpoints = ١٠٠٠)

:(cos t, sin t, cos ٢t) منحنͬ

> spacecurve([cos(t), sin(t), cos(٢ ∗ t)], t = ٢..٠ ∗ Pi, numpoints = ١٠٠٠)

١۴



.١۶ مثال

> spacecurve([cos(t), sin(t), ١/(t٢ + ١)], t = ١٠..٠ ∗ Pi, numpoints = ١٠٠٠)

.١٧ مثال

> spacecurve([t, ١/(t٢ + ١), t٢], t = ١٠٠..٠, numpoints = ١٠٠٠)

١۵



.١٨ مثال

> spacecurve([cos(٨ ∗ t), sin(٨ ∗ t), exp(٫ ٨ ∗ t)], t = ٢..٠ ∗ Pi, numpoints = ١٠٠٠)

.١٩ مثال

> spacecurve([cos(t)٢, sin(t)٢, t], t = ٢..٠ ∗ Pi, numpoints = ١٠٠٠)

١۶
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