
پنجم جلسه ی ١

با است برابر b بردار روی a بردار تصویر که کرده ایم ثابت قبلا́

∥a∥ cos θ b

∥b∥

از کمتر a,b بردارهای میان θ زاویه ی آنها در که کشیدیم شͺلهائͬ فرمول این اثبات هنگام همواره

کار فرمول همان هم باز باشد، بیشتر درجه ٩٠ از یادشده زاویه ی اگر که کنید توجه بود. درجه ٩٠

روی a بردار تصویر زیر شͺل مطابق واقع در شد. خواهد ٠ از کمتر cos θ صورت این در و ͬ کند م

با است برابر −b بردار

∥a∥ cos(π − θ)
−b

∥b∥
= ∥a∥ cos θ b

∥b∥
.b بردار روی a بردار تصویر با است برابر −b بردار روی a بردار تصویر یعنͬ

در ما بعدی هدف کرده ایم. مطالعه نیز را رویه ها برخͬ نیز شده ایم. آشنا خطها و صفحه ها با کنون تا

دیͽری ابزارهای نیازمند هدف، این به رسیدن برای است. فضائͬ» ͬ های «منحن مطالعه ی درس، این

از نمونه ای دو هر زیر تصویرهای ͬ کنیم. م مرور را آنها جلسه این در که هستیم برداری فضاهای در

١



هستند. فضائͬ ͬ های منحن

٢



بردار دو خارجͬ ضرب

زیر: شͺل مانند رسید. صفحه ͷی به ͬ توان م بردار دو با

باشد؟ عمود b و a بردار دو هر بر که کرد پیدا برداری ͬ توان م چͽونه

را آن که b و a خارجͬ ضرب باشند. بردار دو b = (b١, b٢, b٣) و a = (a١, a٢, a٣) کنیم فرض

است: زیر در شده معرفͬ بردارِ ͬ دهیم، م نشان a× b با

a× b = (a٢b٣ − a٣b٢, a٣b١ − a١b٣, a١b٢ − a٢b١)

دیͽر بیان به

a× b = (a٢b٣ − a٣b٢)i+ (a٣b١ − a١b٣)j+ (a١b٢ − a٢b١)k

یعنͬ است؛ عمود b بر هم و a بر هم a× b بردار توجه.

(a× b) · a = ٠

(a× b) · b = ٠

شده داده توضیح کلاس (در ͬ شود. م تعیین راست دست قاعده ی از استفاده با a× b بردار جهت

است)

a× b = −a× b

٣



زیر صورت به فرضͬ ماتریس ͷی دترمینانِ از بردار، دو خارجͬ ضرب فرمولِ سپردن خاطر به برای

ͬ کنیم. م استفاده

a = (a١, a٢, a٣)

b = (b١, b٢, b٣)

A =


i j k

a١ a٢ a٣

b١ b٢ b٣


a× b = det(A) =

(a٢b٣ − a٣b٢)i− (a١b٣ − a٣b١)j+ (a١b٢ − a٢b١)k

.١ قضیه

است. عمود b بر هم و a بر هم a× b .١

است. صفر خودش در بردار هر خارجͬ ضرب .٢

a× a = ٠

(a× a) = (a٢a٣ − a٣a٢)i− (a١a٣ − a٣a١)j+ (a١a٢ − a٢a١)k = ٠

:

a · b = ∥a∥∥b∥ cos θ

۴



آنگاه باشد، دو آن بین زاویه ی θ و بردار دو b و a اگر .٢ قضیه

∥a× b∥ = ∥a∥∥b∥ sin θ

و a توسط شده ساخته متوازی الاضلاع مساخت با است برابر b و a خارجͬ ضرب اندازه ی بنابراین

.b

∥a× b∥٢ = ∥a∥٢∥b∥٢

١−cos٢ θ︷ ︸︸ ︷
sin٢ θ

است. دانشجو عهده ی به اثبات

اگر تنها و اگر موازیند هم با b و a بردار دو .٣ نتیجه

a× b = −→٠

sin θ صورت دو هر در و π یا باشد صفر یا آنها بین زاویه ی که موازیند صورتͬ در بردار دو زیرا

است. صفر

۵



است. زیر نقاط شامل که بیابید را صفحه ای معادله ی .۴ مثال

صفحه آن روی نقطه ای و آن بر عمود بردار دانستن نیازمند صفحه معادله ی کردن پیدا برای پاسخ.

هستیم.

PQ = (−٣, ٧−,١)

PR = (٠,−۵,−۵)

نرمال بردار نتیجه در ما. نظر مورد صفحه ی بر عمود است برداری PQ × PR بردار که ͬ دانیم م

با است برابر صفحه

PQ×PR =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−٣ ١ −٧

٠ −۵ −۵

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−۵−٣۵)i+(−١۵)j+(١۵)k = (−۴١−,٠۵, ١۵)

(x٠, y٠, z٠) نقطه ی از و است (a, b, c) عمودش بردار که صفحه ای معادله ی که ͬ کنیم م یادآوری

است: زیر صورت به ͬ گذرد م

ax+ by + cz = ax٠ + by٠ + cz٠

داریم: آمده بدست نرمال بردار به توجه با تنیجه در

−۴٠x− ١۵y + ١۵y = −۴٠ × ١ − ١۵ × ۴ + ١۵ × ۶ = ١٠

۶



کنید. حساب را زیر رئوس با مثلث مساحت .۵ مثال

P = (١, ۴, ۶), Q = (−٢, ۵,−١), R = (١−,١, ١)

∥PQ∥ sin θ با است برابر ارتفاع و PR خط اندازه ی با است برابر قاعده پاسخ.

با است برابر مثلث مساحت بنابراین

∥PR∥∥PQ∥ sin θ
٢

=
∥PR×PQ∥

٢

.۶ توجه

j× k = i

k× i = j

i× j = k

٧



خارجͬ ضرب ͬ های ویژگ

باشیم. داشته دقت بردارها ترتیب به باید a×b ̸= b×a که آنجا از زیر رابطه های در که کنید توجه

.١

a× b = −b× a

.٢

a× (b+ c) = a× b+ a× c

(b+ c)× a = b× a+ c× a

.٣

a · (b× c) = (a× b) · c

، a = (a١, a٢, a٣) کنید فرض است: زیر صورت به a · (b × c) محاسبه ی روش .٧ توجه

داریم: c = (c١, c٢, c٣) و b = (b١, b٢, b٣)

a · (b× c) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a١ a٢ a٣

b١ b٢ b٣

c١ c٢ c٣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

٨



c · (a× b) هندسͬ تعبیر

آن. ارتفاع در قاعده مساحت با است برابر متوازی السطوح حجم

.∥a× b∥ با است برابر قاعده مساحت بالا شͺل مطابق

محاسبه b و a بر عمود بردار ͷی روی را c بردارِ تصویر اندازه ی است کافͬ ارتفاع محاسبه ی برای

کنیم: پیدا a× b روی را c بردار تصویر است کافͬ پس است. عمود b و a بر a× b بردار کنیم.

(∥c∥| cos θ|)

با: است برابر یادشده متوازی السطوح حجم پس

(∥c∥| cos θ|)(∥a× b∥) (∗)

داریم

cos θ =
c.(a× b)

∥c∥∥a× b)∥
با است برابر متوازی السطوح حجم که ͬ بینیم م ∗ رابطه ی در بالا عبارت دادن قرار با

|c.(a× b)|

با است برابر c و b ، a بردارهای توسط شده ساخته متوازی السطوح حجم .٨ نتیجه

|c · (a× b)|

٩



در a = (٩−,٠, ١٨) و b = (١−,٢, ۴) ، a = (١, ۴,−٧) بردارهای که دهید نشان .٩ مثال

هستند. صفحه ͷی

دهیم نشان کافیست پاسخ.

a · (b× c) = ٠

ناصفر آن حجم که ͬ سازند م السطوح متوازی ͷی نباشند صفحه ͷی در بردارها این اگر واقع در

ͬ گذاریم. م دانشجو عهده ی به را بالا عبارت محاسبه ی است.

.١ تحویلͬ تمرین

ͬ گذرد. م (١, ١, ۵) و (۴,−١, ٢) نقاط از که بیابید را خطͬ معادله ی .١

است. (۶, ٣, ١) و (۴, ٠, ٢) ، (١−,٣, ١) نقاط شامل که بنویسید را صفحه ای معادله ی .٢

١٠


