
چهارم جلسه ی ١

ͬ پردازیم. م مثال چند حل به جلسه این در

کنید. رسم را x٢

۴ + y٢

٩ + z٢

١۶ = ١ معادله ی به رویه .١ مثال

معادله ی به z = k دادنِ قرار با که کنید دقت است. «بیضوی» ͷی معادله ی یادشده، معادله ی پاسخ.

ͬ هایی بیض به x = k و y = k دادن قرار با بدین ترتیب و ͬ رسیم م z = k صفحه ی در بیضͬ ͷی

ͬ رسیم. م x = k و y = k صفحات در ترتیب به

کنید. رسم را z = x٢ + y٢ معادله ی به رویه .٢ مثال

است. بیضوی» ͬ وارِ «سهم ͷی معادله ی یادشده، معادله ی پاسخ.

z = ٠ ⇒ x٢ + y٢ = ٠ ⇒ x = ٠, y = ٠

z = ۴ ⇒ x٢ + y٢ = ۴ ⇒ شعاع = ٢

١



کنید. رسم را z = x٢ − y٢ معادله ی به رویه .٣ مثال

است. هذلولوی» ͬ وارِ «سهم ͷی معادله ی یادشده، معادله ی پاسخ.

y = ٠ ⇒ z = x٢

z = a ⇒ x٢ − y٢ = a هذلولͬ

٢



کنید. رسم را z٢ = x٢ + y٢ معادله ی به رویه .۴ مثال

است. «مخروط» ͷی معادله ی یادشده، معادله ی پاسخ.

کنید. رسم را x٢ + y٢ − z٢ = ١ معادله ی به رویه .۵ مثال

است. یͺپارچه» ͬ وار «هذلول ͷی معادله ی یادشده، معادله ی پاسخ.

٣



کنید. رسم را زیر روابط توسط شونده تعیین ناحیه ی .۶ ١مثال ⩽ x٢ + y٢ + z٢ ⩽ ۴

z ⩽ ٠

ͬ گیریم: م نظر در را زیر کره ی دو نخست x٢پاسخ. + y٢ + z٢ = ۴

x٢ + y٢ + z٢ = ١

است: زیر شͺل به xy صفحه ی زیر و (٠،٠،٠) مرکز به کره  نیم دو بین ناحیه ی

ͬ گذرد. م B = (١−,٣, ١) و A = (٢, ۴,−٣) نقطه های از که بنویسید را خطͬ معادله ی .٧ مثال

بیابید. xy صفحه ی با را خط این تقاطع نقطه ی

هستیم. خط آن روی نقطه ͷی و جهت بردار ͷی به نیازمند خط، ͷی معادله ی نوشتن برای پاسخ.

ͬ شود. م تعیین AB = (−١, ۵,−۴) بردار توسط خط جهت

صورت بدین است، موازی v بردارِ با و ͬ گذرد م P٠ نقطه ی از که خطͬ برداری برداری معادله ی

است: صورت بدین ما نظر مورد خط برداری معادله ی پس r(t) = P٠ + vt است:

r(t) = (٢, ۴,−٣) + (−١, ۵,−۴)t

موازی v = (a, b, c) بردارِ با و ͬ گذرد م P٠ = (x٠, y٠, z٠) نقطه ی از که خطͬ تقارنͬ معادله ی

صورت به ما نظر مورد خط تقارنͬ معادله ی پس x−x٠
a

= y−y٠
b

= z−z٠
c

است: صورت بدین است،

۴



است: زیر
x− ٣
−١

=
y + ١

۵
=

z − ١
−۴

است: زیر صورت به نظر مورد خط پارامتری معادله ی
x = −t+ ٣

y = ۵t− ١

z = −۴t+ ١

z مؤلفه ی که این برای است. صفر z مؤلفه ی xy صفحه ی در :xy صفحه ی با خط تقاطع نقطه ی

باشیم: داشته باید شود، صفر با برابر

−۴t+ ١ = ٠ → t =
١
۴

است: تقاطع نقطه ی است، آمده دست به خط معادله ی در t = ١
۴ دادن قرار با که زیر نقطه ی پس

r(١
۴) = (−١

۴ + ٣, ۵١
۴ − ١, ٠)

بیابید. را ٢i− j− ٢k بردار با همجهت یͺه ی بردار .٨ مثال

پس داد. نشان a١i+ a٢j+ a٣k صورت به ͬ توان م را a = (a١, a٢, a٣) بردارِ که گفتیم پاسخ.

را ١
بردار طول اسͺالرِ است کافͬ کنیم. پیدا را (٢−,١−,٢) بردارِ با همجهت یͺه ی بردار است قرار

١
∥a∥a = ١

٢)٣i− j− ٢k) با است برابر همجهت یͺه ی کنیم. ضرب بردار در

مماس xy صفحه ی به کره این و است (٢, ٣,−۶) آن مرکز که بیابید را کره ای معادله ی .٩ مثال

است.

تا را مبدأ فاصله ی است کافͬ شͺل به بنا آن، شعاع یافتن برای و است معلوم کره  این مرکز پاسخ.

است: z مؤلفه ی اندازه ی با برابر فاصله این که بیابیم xy صفحه ی

(x− ٢(٢ + (y − ٢(٣ + (z + ۶) = ٣۶

۵



بیابید. را کشش ها اندازه ی و T٢ و T١ کششهای .١٠ مثال

ͬ آیند: م دست به زیر صورت به T٢ و T١ کشش̞ بردارهای است. بردار ͷی کشش، پاسخ.

T١ = −|T١| cos ۵٠◦ + |T١| sin ۵٠◦

T٢ = |T٢| cos ٣٢◦ + |T٢| sin ٣٢◦

حل با کششها این اندازه ی شͺل، ͬͺفیزی تعادلِ به بنا کشش. بردارِ اندازه ی یعنͬ کشش، اندازه ی

ͬ آیند. م دست به زیر ||T١معادلات cos ۵٠◦ = |T٢| cos ٣٢◦

|T١| sin ۵٠◦ + |T٢| sin ٣٢◦ = ١٠٠

۶



بیابید. a = (−٢, ٣, ١) بردار روی بر را b = (١, ١, ٢) بردار تصویر .١١ مثال

بردارِ تصویر، بنابراین است. a بردارِ جهتِ در برداری a بردارِ بر b بردار تصویر که ͬ دانیم م پاسخ.

عددِ است کافͬ . ١
∥a∥a بردارِ برابرِ m یعنͬ است؛ a جهتِ بردارِ برابرِ m داده ایم، نشان c با را آن که

کنیم. محاسبه را m

c = m× a

∥a∥
m = ∥b∥ cos θ

c = ∥b∥ cos θ× a

∥a∥
=

∥a∥∥b∥ cos θ
∥a∥٢ a =

a · b
∥a∥٢a =

−٢ + ٣ + ٢
۴ + ٩ + ١

a =
٣

١۴
a =

٣
١۴

(−٢, ٣, ١)

.١٢ نکته

با: است برابر a روی b تصویر بردارِ •

a · b
∥a∥٢a

با: است برابر a روی b بردار تصویر اندازه ی •

∥b∥ cos θ =
∥a∥∥b∥ cos θ

∥a∥
=

a · b
∥a∥٢

n = (٢, ٣, ۴) بردار و است (٢, ۴,−١) نقطه ی شامل که بنویسید را صفحه ای معادله ی .١٣ مثال

است. عمود آن بر

٧



عبارت باشد، عمود آن بر (a, b, c) بردار و باشد (x٠, y٠, z٠) شامل که صفحه ای معادله ی پاسخ.

از است

ax+ by + cz = ax٠ + by٠ + cz٠

بردارِ بر n بردارِ آنگاه باشد،  نظر مورد صفحه ی روی نقطه ای (x, y, z) اگر علت: یادآوری

پس است. عمود (x− x٠, y − y٠, z − z٠)

n.(x− x٠, y − y٠, z − z٠) = ٠

ͬ رسیم. م صفحه معادله ی به بالا، معادله ی کردن ساده با

است: زیر صورت به ما نظر مورد معادله ی پس

٢x+ ٣y + ۴z = ۴ + ١٢ − ۴ = ١٢.

خط تلاقͬ محل .١۴ مثال
x = ٢ + ٣t

y = −۴t

z = ۵ + t

صفحه ی با را

۴x+ ۵y − ٢z = ١٨

بیابید. را

ͬ دهیم. م قرار صفحه معادله ی در را خط پارامتری معادله ی پاسخ.

٨ + ١٢t− ٢٠t− ١٠ − ٢t = ١٨ ⇒ −١٠t = ٢٠ ⇒ t = −٢

تقاطع: نقطه ی
x = ٢ − ۶ = −۴

y = ٨

z = ٣

تقاطع نقطه ی = (−۴, ٨, ٣)

٨



صفحه ی دو بین زاویه ی .١۵ +xمثال y + z = ١

x− ٢y + ٣z = ١

بیابید. را

آنها: بر عمود بردارهای بین زاویه ی با است برابر صفحه، دو بین زاویه ی زیر، شͺل̞ به توجه با پاسخ.

x+ θ = ٩٠

y + x = ٩٠
⇒ y = θ

داریم

n١ = (١, ١, ١)

n٢ = (٢−,١, ٣)

cos θ =
n١ · n٢

∥n١∥∥n٢∥

موازی صفحه ی دو بین فاصله ی .١۶ +١٠xمثال ٢y − ٢z = ۵

۵x+ y − z = ١

بیابید. را

٩



هم با آنها نرمال بردارهای زیرا موازیند، واقعاً یادشده صفحه ی دو که کنید توجه نخست پاسخ.

(۵, ١−,١) با است برابر دومͬ نرمال بردار و (١٠, ٢−,٢) با است برابر اولͬ نرمال بردار موازیند.

است. (١٠, ٢−,٢) بردار دوم̧ ͷی با برابر که

صفحه ی تا را صفحه ͷی از نقطه ͷی فاصله است کافͬ صفحه، دو بین فاصله ی کردن پیدا برای

صفحه، ͷی از P نقطه ی فاصله ی یافتن برای شͺل، مطابق که ͬ کنیم م یادآوری نیز بیابیم. دیͽر

اندازه ی است کافͬ حال ͬ کنیم. م رسم صفحه آن روی P ′ دلخواه˼ نقطه ی ͷی به P نقطه ی از خطͬ

از (x, y, z) نقطه ی فاصله ی پس بیابیم. n یعنͬ صفحه، بر عمود بردارِ روی را PP ′ بردارِ تصویر

با است برابر ax+ by + cz = ٠ صفحه ی

∥PP ′∥ cos θ =
∥n∥∥PP ′∥

∥n∥
cos θ =

n ·PP′

∥n∥
=

∥ax+ by + cz + d∥√
a٢ + b٢ + c٢

صفحه ی تا را اول صفحه ی روی P = (١
٢ , ٠, ٠) نقطه ی بین فاصله ی سوال، به دادن پاسخ برای

معادله ی به دوم

١٠x+ ٢y − ٢z = ۵

با است برابر که ͬ کنیم م محاسبه
|۵

٢ − ١|
√

٢٧

١٠


