
ششم و جلسه بیست ١

.١ یادآوری

آنگاه |x| < ١ اگر که گفتیم قبل جلسه ی در .١

∞∑
n=٠

xn = ١ + x+ x٢ + x٣ + . . . =
١

١ − x
(∗)

که دارید خاطر به دبیرستان دوره ی از .٢

(a+ b)n =
n∑

i=٠

(
n

i

)
aibn−i

و n با است برابر b و a توان های مجموع که باشید داشته )توجه
n

i

)
=

n!

i!(n− i)!
=

n(n− ١)(n− ٢) . . . (n− i+ ١)
i!

(x+ ٢(١ = x٢ + ٢x+ ١

(x+ ٣(١ = x٣ + ٣x٢ + ٣x+ ١

(x+١)۴ =

(
۴
٠

)
x۴×١٠+

(
۴
١

)
x١١×٣+

(
۴
٢

)
x١٢×٢+

(
۴
٣

)
x١٣×١+

(
۴
۴

)
x١×٠۴ =

x۴ + ۴x٣ + ۶x٢ + ۴x+ ١

مشاهده ∗ در که گونه همان کرد. خواهیم محاسبه نیز را (a+ b)−n حاصل بعدی حلسه ی در

نوشت. xn جمله ای های چند از نامتناهͬ حاصلجمعͬ صورت به ͬ توان م را ١
١−x

تابع کردیم

١
١ − x

= ١ + x+ x٢ + x٣ + . . .

توابع. برخͬ برای نامتناهͬ جمله ای چند بسط ͷی کردن پیدا .٢ هدف

مشتق پذیر (a, b) در و پیوسته [a, b] در f تابع کنید فرض میانگین). مقدار (قضیه ی ٣ یادآوری

که است این بیانگر میانگین مقدار آنگاه باشد.

∃c ∈ (a, b)
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

١



است: زیر صورت به مشتق تعریف .۴ نکته

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a)

و (a, f(a)) نقاط از گذرنده  خط شیب که ͬ گوید م میانگین مقدار قضیه ی هندسͬ لحاظ از

.c نقطه ی در مماس خط شیب با است برابر (b, f(b))

آنگاه a, x ∈ I و باشد مشتق پذیر I بسته ی بازه ی در f تابع اگر پس

∃c ∈ (a, x)
f(x)− f(a)

x− a
= f ′(c)

دیͽر بیان به

f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a)︸ ︷︷ ︸
خطا

کنید فرض ͬ دهد. م بدست (x − a)f ′(c) خطای با f(a) حسب بر را f(x) مقدار فوق فرمول

داریم: f تابع برای که بدانیم

|f ′| < ١
٢

|x− ٠| < ١
١٠

f(x) ≃ f(a)

خطا ⩽ ١
٢
× ١

١٠
=

١
٢٠

آنگاه .x, a ∈ I و باشد مشتق پذیر بار دو I بازه ی در f تابع کنید فرض .۵ قضیه

∃c ∈ (a, x) f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(c)

٢
(x− ٢(٢︸ ︷︷ ︸

تقریب خطای

٢



که است موجود چنان c ∈ (a, x) نقطه ی آنگاه باشد، مشتق پذیر بار چهار f اگر .۶ تعمیم

f(x) = f(a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

٢!
(x−a)٢ +

f ′′′(a)

٣!
(x−a)٣ +

f (۴)(c)

۴!
(x− a)۴︸ ︷︷ ︸

تقریب خطای

که است موجود چنان c ∈ (a, x) نقطه ی باشد، مشتق پذیر بار n+ ١ ،f تابع اگر کلͬ طور به

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢!
(x− a)٢ +

f ′′′(a)

٣!
(x− a)٣ + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n+

f (n+١)(c)

(n+ ١)!
(x− a)n+١︸ ︷︷ ︸
B

تابع برای a نقطه ی حول n درجه ی از تیلور جمله ای چند است شده کشده خط آن زیر که عبارتͬ به

ͬ شود. م گفته تقریب خطای B به ͬ شود. م گفته f

بیابید. تقریب این خطای برای بالا کران ͷی و sin π
٨ برای تقریبی مقدار ͷی .٧ مثال

پاسخ.

f(x) = sin x f ′(x) = cos x

f ′′(x) = − sinx f ′′′(x) = − cos x

f (۴)(x) = sinx f (۵)(x) = cos x

f(x) = f(٠) + f ′(٠)(x− ٠) + f ′′(٠)
٢!

(x− ٢(٠ +
f ′′′(٠)

٣!
(x− ٣(٠+

f (۴)(٠)
۴!

(x− ٠)۴ +
f (۵)(c)

۵!
(x− ٠)۵ =

٠ + ١(x) + ٠
٢!

× x٢ +
−١
٣!

x٣ +
٠
۴!
x۴ +

cos(c)

۵!
x۵ =

x− x٣

٣!︸ ︷︷ ︸
تقریب

+
cos(c)

۵!
x۵︸ ︷︷ ︸

تقریب x۵⩾خطای
۵!

٣



sin
π

٨
=

π

٨
−

(π٨ )
٣

۵!

sin
π

٨
تقریب خطای ⩽

(π٨ )
۵

۵!

تیلور سری ١ . ١

a نقطه ی حول f تابع تیلور بسط را زیر عبارت باشد. مشتق پذیر بی نهایت بار f تابع کنید فرض

ͬ خوانیم. م

f(x) = f(a) +
f ′(a)

١!
(x− a) +

f ′′(a)

٢!
(x− a)٢ +

f ′′′(a)

٣!
(x− a)٣ + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n + . . . =

∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

بسط این ولͬ نوشت تیلور بسط ͬ توان م برایش باشد مشتق پذیر بار بی نهایت که تابعͬ هر .٨ توجه

تحلیلͬ توابع باشند، برابر خود تیلور بسط با که توابعͬ به شد. نخواهد تابع خودِ با برابر لزوماً تیلور

سری با برابر سری آن داد، نمایش سری ͷی صورت به بتوان را f تابع اگر واقع در ͬ شود. م گفته

کنید). نگاه زیر مثال (به بود خواهد f تابع تیلور

.٩ مثال

|x| < ١ ⇒ ١
١ − x

= ١ + x+ x٢ + . . . =
∞∑
n=٠

xn

نظر، مورد تیلور سری به شود) نوشته ٠ نقطه ی حول تیلور سری اگر (یعنͬ a = ٠ اگر .١٠ توجه

ͬ شود. م گفته مͷ لوران سری

بیابید. را ex تابع مͷ لوران سری .١١ مثال

پاسخ.

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(٠)
n!

xn

f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = . . . = ex

۴



f(x) =
∞∑
n=٠

١
n!
(xn) =

∞∑
n=٠

xn

n!
=

١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+

x۴

۴!
+ . . .

e = e١ = ١ + ١ +
١
٢!

+
١
٣!

+
١
۴!

+ . . .

بیابید. را sinx تابع مͷ لوران سری .١٢ مثال

پاسخ.

f(x) = sin x f ′(x) = cos x f ′′(x) = − sin x

f ′′′(x) = − cos x f (۴)(x) = sin x f (۵)(x) = cosx

f (۶)(x) = − sinx f (٧)(x) = − cos x f (٨)(x) = sinx

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(٠)
n!

xn =

f(٠) + f ′(٠)
١!

x+
f ′′(٠)

٢!
x٢ +

f ′′′(٠)
٣!

x٣ + . . . =

٠ +
١
١!
x+ ٠ +

−١
٣!

x٣ + ٠ +
١
۵!
x۵ + ٠ +

−١
٧!

x٧ + . . . =

∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n+ ١)!
x٢n+١

بنویسید. را x٢ sin x تابع مͷ لورانِ بسط .١٣ مثال

پاسخ.

sin x =
∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n+ ١!
x٢n+١

x٢ sinx =
∞∑
n=٠

(−١)n x٢n+٢+١

(٢n+ ١)!
=

∞∑
n=٠

(−١)n x٢n+٣

(٢n+ ١)!
= x٣ − x۵

٣!
+

x٧

۵!
− x٩

٧!
+ . . .

۵
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