
پنجم و بیست جلسه ی ١

.
∑∞

n=٠
١
n٢ سریِ همͽرائͬ علت و

∑∞
n=٠

١
n

سری واگرائͯ علت بررسͬ

.١ توجه

∞∑
n=١

١
n
= ١ +

١
٢
+ (

١
٣
+

١
۴
) + (

١
۵
+

١
۶
+

١
٧
+

١
٨
)+

(
١
٩
+

١
١٠

+
١

١١
+

١
١٢

+
١

١٣
+

١
١۴

+
١

١۵
+

١
١۶

) + . . .

∞∑
n=١

١
n
⩾ ١ +

١
٢
+ (

١
۴
+

١
۴
) + (۴ × ١

٨
) + (٨ × ١

١۶
) + (١۶ × ١

٣٢
) + . . .

∞∑
n=١

١
n
⩾ ١ +

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+ . . .

⇒
∞∑
n=١

١
n
7→ ∞

واگراست. سری این پس

.٢ توجه

∞∑
n=١

١
n٢ = ١ + (

١
٢٢ +

١
٣٢ ) + (

١
۴٢ +

١
۵٢ +

١
۶٢ +

١
٧٢ )+

(
١
٨٢ +

١
٩٢ +

١
١٠٢ +

١
١١٢ +

١
١٢٢ +

١
١٣٢ +

١
١۴٢ +

١
١۵٢ ) +

١
١۶٢ + . . .

∞∑
n=١

١
n٢ ⩽ ١ + (

١
٢٢ +

١
٢٢ ) + (

۴
۴٢ ) + (

٨
٨٢ ) + (

١۶
١۶٢ ) + . . .

= ١ +
١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ +

١
٢۴ +

١
٢۵ + . . . =

١
١ − ١

٢
= ٢

همͽراست. سری این پس

این p > ١ برای پس .٠ < p < ١ اگر تنها و اگر واگراست
∑∞

n=١
١
np سری کلͬ طور به .٣ نکته

واگراست. ٠ < p ⩽ ١ برای و همͽراست سری

واگرا؟ یا همͽراست
∑∞

n=١
١
n٣ .۴ مثال

١



پاسخ.
∞∑
n=١

١
n٣ ⩽

∞∑
n=١

١
n٢

است. پیوسته نیز
∑∞

n=١
١
n٣ که ͬ شود م نتیجه پس همͽراست

∑∞
n=١

١
n٢ چون

واگرا؟ یا همͽراست
∑∞

n=١
١√
n

.۵ مثال

پاسخ.
∞∑
n=١

١√
n
⩾

∞∑
n=١

١
n

واگراست. نیز
∑∞

n=١
١
n

که ͬ شود م نتیجه پس واگراست
∑∞

n=١
١√
n

چون

واگراست؟ یا همͽراست
∑∞

n=١
١

n١+٢ .۶ مثال

پاسخ.
∞∑
n=١

١
n٢ + ١

⩽
∞∑
n=١

١
n٢

همͽراست. نیز
∑∞

n=١
١

n١+٢ که ͬ شود م نتیجه پس همͽراست
∑∞

n=١
١
n٢ چون

و an ⩽ bn اگر باشند. نامنفͬ جملات با سری در
∑∞

n=٠ bn و
∑∞

n=٠ an کنید فرض .٧ قضیه

باشد واگرا
∑∞

n=٠ bn و ∀n an ⩾ bn اگر همͽراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد، همͽرا
∑∞

n=٠ bn

واگراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه

واگرا؟ یا همͽراست زیر سری .٨ مثال

∞∑
n=١

۵
٢n٢ + ۴n+ ٣

پاسخ.
∞∑
n=١

۵
٢n٢ + ۴n+ ٣

⩽
∞∑
n=١

۵
٢n٢ =

۵
٢

∞∑
n=١

١
n٢

همͽراست. نیز
∑∞

n=١
۵

٢n٢+۴n+٣ پس همͽراست
∑∞

n=١
١
n٢ چون

٢



واگراست.
∑∞

k=١
ln k
k

که دهید نشان .٩ تمرین

ln k

k
>

ln e

k
=

١
k

از یعنͬ .k ⩾ ٣ نتیجه در k > e پس ln k > ln e ͬ خواهیم م است. صعودی تابع ͷی lnx

واگراست. سری این پس بیشترند، ١
k

از سری عناصر بعد به سوم ∞∑جمله ی
n=٠ an آنگاه است l ̸= ∞ و l > ٠ که limn→∞

an
bn

= l و an, bn ⩾ ٠ اگر .١٠ توجه

باشد. همͽرا
∑∞

n=٠ bn اگر تنها و اگر همͽراست

واگرا؟ یا همͽراست
∑∞

n=٢
١

n١−٢ .١١ مثال

bn =
١
n٢

همͽراست.
∑ ١

n٢ سری که ͬ دانیم م

an =
١

n٢ − ١

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n٢

n٢ − ١
= ١

همͽراست.
∑ ١

n١−٢ سری حدی مقایسه ی آزمون به بنا پس

واگرا؟ یا همͽراست
∑∞

n=٢
١

n٢−n
.١٢ مثال

پاسخ.
١

n٢ − n
=

١
n(n− ١)

=
١

n− ١
− ١

n
∞∑
n=٢

١
n٢ − n

=
∞∑
n=٢

(
١

n− ١
− ١

n
)

s۴ = (١ − ١
٢
) + (

١
٢
− ١

٣
) + (

١
٣
− ١

۴
) = ١ − ١

۴

sm = (١ − ١
٢
) + (

١
٢
− ١

٣
) + (

١
٣
− ١

۴
) + (

١
۴
− ١

۵
) + . . .+ (

١
m− ١

− ١
m
) = ١ − ١

m

lim
m→∞

sm = ١

همͽراست. نظر مورد سری پس

٣



.١٣ نکته
n∑

k=١

(ak − ak+١) = a١ − an+١

واگرا؟ یا همͽراست
∑∞

n=٢
١

n١−٢ .١۴ مثال

پاسخ.

∞∑
n=٢

١
n٢ − ١

=
١
٢

∞∑
n=٢

(
١

١ − n
− ١

n+ ١
) =

١
٢

∞∑
n=٢

(
١

١ − n
− ١

n
+

١
n
− ١

n+ ١
) =

١
٢

∞∑
n=٢

(
١

١ − n
− ١

n
)︸ ︷︷ ︸

A

+
١
٢

∞∑
n=٢

(
١
n
− ١

n+ ١
)︸ ︷︷ ︸

B

همͽراست: نیز B قسمت همͽراست. و ͬ شود م حل قبل مثال همانند A قسمت

sm =
m∑

n=٢

(
١
n
− ١

n+ ١
) =

١
٢
− ١

m+ ١

lim
m→∞

sm =
١
٢

همͽراست. نیز B پس

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=١
١

٢n−١ همͽرایی و واگرایی .١۵ مثال

همͽراست.
∑∞

n=١
١

٢n که دانیم مͬ پاسخ.

lim
n→∞

٢n

٢n − ١
= ١

همͽراست.
∑∞

n=١
١

٢n−١ حدی مقایسه ی آزمون به بنا پس

نسبت آزمون ١ . ١

limn→∞
an+١
an

= l کنید فرض باشد. نامنفͬ جملات با سری ͷی
∑∞

n=٠ an کنید فرض

همͽراست.
∑

an آنگاه l < ١ اگر .١

۴



واگراست.
∑

an آنگاه l = ∞ یا l > ١ اگر .٢

ͬ دهد. نم بدست نتیجه ای هیچ آزمون این l = ١ اگر .٣

همͽراست.
∑∞

n=٠
١
n!

که دهید نشان .١۶ مثال

پاسخ.

an =
١
n!

, an+١ =
١

(n+ ١)!

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

١
(n+١)!

١
n!

= lim
n→∞

n!

(n+ ١)!
=

lim
n→∞

��n!

(n+ ١)��n!
= lim

n→∞

١
n+ ١

= ٠ < ١

همͽراست.
∑∞

n=٠
١
n!

پس همͽراست.
∑

an نتیجه در
∞∑
n=٠

١
n!

= ١ +
١
١!

+
١
٢!

+
١
٣!

+
١
۴!

+ . . .

نپر) e(عدد :=
∞∑
n=٠

١
n!

= e١

.١٧ نکته
∞∑
n=١

١
n٢ =

π٢

۶
اویلر

همͽراست. همواره
∑∞

n=٠
xn

n!
،x دلخواه عدد هر برای که دهید نشان .١٨ مثال

پاسخ.
∞∑
n=٠

xn

n!
= ١ +

x

١!
+

x٢

٢!
+

x٣

٣!
+

x۴

۴!
+ . . .

an =
xn

n!
, an+١ =

xn+١

(n+ ١)!

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

xn+١

(n+١)!
xn

n!

= lim
n→∞

xn+١n!

xn(n+ ١)!
=

lim
n→∞

x

n+ ١
= ٠ < ١

همͽراست.
∑∞

n=٠
xn

n!
سری نسبت، آزمون به بنا

۵



بͽیرید: نظر در را زیر تابع

x
ex7→ ١ + x+

x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

ͬ شود. م گفته نمایی تابع فوق، تابع به

با است برابر ex تابع تیلور سری نمایش که دید خواهیم آینده درسهای در

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

۶
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