
چهارم و بیست جلسه ی ١

ͬ خوانیم. م حقیقͬ اعداد از سری ͷی را زیر عبارت باشد، حقیقͬ اعداد از دنباله ͷی {an}∞n=٠ اگر

∞∑
n=٠

an = a٠ + a١ + a٢ + . . .

داریم: آنگاه an = n که کنیم فرض .١ مثال

∞∑
n=٠

an = ٠ + ١ + ٢ + . . .

کنیم تصور که عددی هر از (یعنͬ است نامتناهͬ بالا جمع حاصل ͬ کنید، م مشاهده که طور همان

است. بی نهایت به واگرا سری ͬ گوئيم م صورت این در است). بزرگتر

ͬ کنیم: م تعریف باشد؛  سری ͷی
∑∞

n=٠ an و باشد دنباله ͷی an اگر

sm := a٠ + a١ + . . .+ am

داریم

s١ = a٠ + a١ = ١ +
١
٢

s٢ = a٠ + a١ + a٢

s٣ = a٠ + a١ + a٢ + a٣

sm = a٠ + . . .+ am

و است دنباله ͷی خود˂ {sm}∞m پس

lim
m→∞

sm = a٠ + a١ + a٢ + . . . =
∞∑
n=٠

an

بͽیرید. نظر در را
∑∞

n=٠ an سری و ،an = (١
٢)

n کنید فرض .٢ مثال

∞∑
n=٠

an = ١ +
١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ + . . .

١



دهید قرار

sm = a٠ + a١ + . . .+ am = ١ +
١
٢
+

١
٢٢ + . . .+

١
٢m

آنگاه شود، l عدد ͷی با برابر
∑∞

n=٠ an که باشد قرار اگر که کنید توجه

l = lim
m→∞

sm

داریم: an = ١
٢n دنباله ی برای

sm = ١ +
١
٢
+

١
٢٢ + . . .+

١
٢m

١
٢
sm =

١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ + . . .+

١
٢m+١

sm − ١
٢
sm = (١ − ١

٢
)sm = ١ − ١

٢m+١ ⇒

sm =
١ − ١

٢m+١

١ − ١
٢

که کردیم ثابت یعنͬ

(
١
٢
)٠ + (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + . . .+ (

١
٢
)m =

١ − ١
٢m+١

١ − ١
٢

که کنید توجه حال

lim
m→∞

sm =
١

١ − ١
٢

که: شد ثابت پس

∞∑
n=٠

(
١
٢
)n = ١ +

١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ + . . . =

١
١ − ١

٢

سریِ ͬ گوییم م باشد. سری ͷی
∑∞

n=٠ an و باشد دنباله ͷی {an}∞n=٠ که کنید فرض .٣ تعریف

باشد؛ l به همͽرا sm = a٠ + a١ + . . . + am دنباله ی گاه هر است l عدد به همͽرا
∑∞

n=٠ an

یعنͬ

lim
m→∞

sm = l

٢



s٠ = a٠

s١ = a٠ + a١

s٢ = a٠ + a١ + a٢

...

sm = a٠ + a١ + . . .+ am

sm+١ = a٠ + a١ + . . .+ am + am+١

.۴ توجه

lim
n→∞

١
٢n

= ٠

∞∑
n=٠

١
٢n

7→ ١
١ − ١

٢

همͽراست.
∑∞

n=٠ r
n که دهید نشان باشد، |r| < ١ کنید فرض .۵ مثال

پاسخ.
∞∑
n=٠

rn = r٠ + r١︸ ︷︷ ︸
s١

+r٢

︸ ︷︷ ︸
s٢

+ . . .+ rm

︸ ︷︷ ︸
sm

+ . . .

sm = r٠ + . . .+ rm

rsm = r + r٢ + r٣ + . . .+ rm + rm+١

پس

sm(١ − r) = ١ − rm+١,

بنابراین:

sm =
١ − rm+١

١ − r

و

lim
m→∞

sm =
١

١ − r

٣



آنگاه |r| < ١ اگر دیͽر بیان به

١ + r + r٢ + r٣ + . . . =
∞∑
n=٠

rn =
١

١ − r

اگروتنهااگر همͽراست هندسͬ سری این ͬ شود. م گفته rنسبت قدر با هندسͬ سری ͷی بالا سری به

واگراست. سری این |r| ≥ ١ اگر یعنͬ .|r| < ١

.۶ مثال

an = n

sm = ١ + ٢ + ٣ + . . .+m

واگراست.
∑∞

n=٠ n سریِ یعنͬ

کنید. حساب را
∑∞

n=٠ an آنگاه an = (١
٣)

n کنید فرض .٧ مثال

پاسخ.
∞∑
n=٠

(
١
٣
)n = (

١
٣
)٠ + (

١
٣
)١ + (

١
٣
)٢ + . . .

پس است. ١
٣ نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی فوق عبارت

∞∑
n=٠

(
١
٣
)n =

١
١ − ١

٣
=

٣
٢

همͽراست؟
∑∞

n=٢٢)١n · ٣١−n) سری آیا .٨ مثال

پاسخ.
∞∑
n=٠

٢٢n × ٣١−n = ٣ + ۴ + ٢۴ × ١−٣ + ٢۶ × ٢−٣ + . . .

∞∑
n=٠

٢٢n × ٣١−n =
∞∑
n=٠

۴n × ٣١−n = ٣
∞∑
n=٠

(
۴
٣
)n

واگراست. فوق سری پس ۴
٣ > ١ است. r = ۴

٣ نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی فوق سری

واگرا؟ یا همͽراست
∑∞

n=٠ ٢٢n · ۵١−n سری .٩ مثال

۴



پاسخ.
∞∑
n=٠

۴n × ۵−n × ۵ = ۵
∞∑
n=٠

(
۴
۵
)n

بنابراین ۴
۵ < ١ است. ۴

۵ نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی فوق سری

۵
∞∑
n=٠

(
۴
۵
)n =

١
١ − ۴

۵
× ۵ = ٢۵

واگرا؟ یا همͽراست
∑∞

n=٠
٢n+٣n

۴n سری .١٠ مثال

پاسخ.
∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n + (

٣
۴
)n =

∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n +

∞∑
n=٠

(
٣
۴
)n =

١
١ − ٢

۴
+

١
١ − ٣

۴
= ٢ + ۴ = ۶

جمع بندی ١ . ١

|r| < ١ اگر تنها و اگر همͽراست
∑∞

n=٠ r
n سری .١

.٢
∞∑
n=٠

(an + bn) =
∞∑
n=٠

an +
∞∑
n=٠

bn

آنگاه باشد ثابت عدد ͷی λ اگر .٣
∞∑
n=٠

λan = λ
∞∑
n=٠

an

.۴
∞∑
n=٠

anbn ̸=
∞∑
n=٠

an ×
∞∑
n=٠

bn

(a٠ + a١ + a٢)(b٠ + b١ + b٢) ̸= a٠b٠ + a١b١ + a٢b٢

۵



مثال همͽراست.
∑∞

n=٠ an که گرفت نتیجه ͬ توان نم limn→∞ an = ٠ که این از که کنید توجه

کوچͺتر حال در جملات ١
n

دنباله ی در که این با که ͬ بینیم م آن در است. جالبی نقض مثال زیر،

است: نامتناهͬ دنباله، این اعضای حاصلجمع اما هستند، شدن

واگراست.
∑∞

n=١
١
n

سری دهید نشان .١١ مثال

پاسخ.

sn = ١ +
١
٢
+

١
٣
+ . . .+

١
n

s٢ = ١ +
١
٢

s۴ = ١ +
١
٢
+ (

١
٣
+

١
۴
) ⩾ ١ +

١
٢
+ (

١
۴
+

١
۴
) = ١ +

١
٢
+

١
٢
= ٢

s٨ = ١ +
١
٢
+

١
٣
+

١
۴
+

١
۵
+

١
۶
+

١
٧
+

١
٨
⩾ ١ +

١
٢
+ ١)٢

۴
) + ۴(١

٨
) = ١ +

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
= ١ +

٣
٢

s١۶ ⩾ ١ +
۴
٢

⇒ s٢m ⩾ ١ +
m

٢

lim
m→∞

١ +
m

٢
= ∞

واگراست.
∑∞

n=١
١
n

سری پس

limn→∞ an = ٠ آنگاه باشد همͽرا
∑∞

n=٠ an سری اگر .١٢ توجه

اثبات.

sn−١ = a٠ + a١ + . . .+ an−١

sn = a٠ + a١ + . . .+ an

limn→∞ sn−١ = l و limn→∞ sn = l آنگاه باشد همͽرا
∑

an سری اگر

an = sn − sn−١

lim
n→∞

an = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−١ = ٠

۶



است.
∑ ١

n
سری آن نقض مثال نیست. برقرار بالا توجه عکس .١٣ توجه

واگراست.
∑∞

n=١
n٢

۵n٢+۴ سری که دهید نشان .١۴ مثال

پاسخ.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n٢

۵n٢ + ۴
=

١
۵
̸= ٠

واگراست. نظر مورد سری ١٢ توجه به بنا پس

٧
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