
دوم و بیست جلسه ی ١

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های .١ تمرین

∫(آ). ١

٠

∫ ٢

١
(x− e−y)dxdy

∫∫(ب).
R

√
٢dA R = {(x, y)|٢ ⩽ x ⩽ ۶, −١ ⩽ y ⩽ ۵}

∫(ج). ۴

١

∫ ٢

٠
(۶x٢y − ٢x)dydx

∫(د). ۴

١

∫ ٢

١
(
x

y
+

y

x
)dydx

مستطیل بالای و ۴x + ۶y − ٢z + ١۵ = ٠ صفحه ی زیر جسم حجم .٢ تمرین

کنید. محاسبه را R = {(x, y)| − ١ ⩽ x ⩽ ٢, −١ ⩽ y ⩽ ١}

ͬ وارِ سهم زیر و R = [−١, ١]× [١, ٢] مستطیل بالای ناحیه ی در گرفته قرار جسم حجم .٣ تمرین

رسم) همراه کنید.(به محاسبه را z = ٣y٢ − x٢ + ٢ هذلولوی

،x = ٠ ،z = ٠ صفحات و z = x٢ + xy٢ رویه ی توسط که بیابید را جسمͬ حجم .۴ مثال

است. شده احاطه y = ±٢ و x = ۵

با است برابر مستطیل روی و رویه زیر حجم ∫پاسخ. ۵

٠

∫ ٢

−٢
(x٢ + xy٢)dydx

∫ ٢

−٢
(x٢ + xy٢)dy = (x٢y +

xy٣

٣
)|٢−٢ = ۴x٢ +

١۶
٣
x∫ ۵

٠
(۴x٢ +

١۶
٣
x)dx = (

۴
٣
x٣ +

٨
٣
x٢)|۵٠ = ٢٣٣٫٣٣

١



مستطیل بالای و x٢

y٢ + y٢

٩ + z = ١ بیضوی ͬ وار سهم زیر که رابیابید جسمͬ حجم .۵ تمرین

است. شده واقع R = [−١, ١]× [−٢, ٢]

٢



قطبی مختصات از استفاده با انتگرال گیری ١ . ١

زیر: صورت به ناحیه ͷی یعنͬ مستطیل، شͺل به ناحیه ͷی اقلیدسͬ مختصات در

R = {(x, y)| − ١ ⩽ x ⩽ ١, −٢ ⩽ y ⩽ ٢}

داریم: مستطیلͬ به موسوم نواحͬ نیز قطبی مختصات در

کنید. رسم را زیر قطبی̞ مستطیل توسط شده مشخص ناحیه ی .۶ مثال

R = {(r, θ)|١ ⩽ r ⩽ ٢, π

۴
⩽ θ ⩽ π

٢
}

پاسخ.

٣



در بیابیم. را R قطبی ناحیه ی بالای و z = f(x, y) رویه ی زیر حجم بخواهیم که کنید فرض

داریم: اقلیدسͬ مختصات

dA = dxdy

داریم: قطبی مختصات در

dA = rdrdθ

x = r cos θ , y = r sin θ

احاطه z = ١ − x٢ − y٢ ͬ وار سهم و z = ٠ صفحه ی توسط که بیابید را جسمͬ حجم .٧ مثال

است. شده

∫∫پاسخ.
R

f(x, y)dA ٠ ⩽ θ ⩽ ٢π, ٠ ⩽ r ⩽ ١∫ ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ − x٢ − y٢)rdrdθ

داریم: پس x٢ + y٢ = r٢ ͬ دانیم م که آنجا ∫از ٢π

٠

∫ ١

٠
(١ − r٢)rdrdθ

۴



∫ ١

٠
(r − r٣)dr = (

r٢

٢
− r۴

۴
)|١٠ =

١
٢
− ١

۴
=

١
۴∫ ٢π

٠

١
۴
dθ =

١
۴
θ|٢π٠ =

π

٢

بیابید. را r = cos ٢θ ِ رˀز گل درون شده احاطه مساحت .٨ مثال

ͬ کنیم. م ضرب چهار در و ͬ کنیم م حساب را قسمت ͷی مساحت ∫پاسخ. π
۴

٠

∫ ١

٠
rdrdθ =

∫ π
۴

٠

r٢

٢
|١٠dθ =

∫ π
۴

٠

١
٢
dθ =

١
٢
θ|

π
۴٠ =

π

٨

با است برابر شͺل مساحت

۴ × π

٨
=

π

٢

۵



درون و xy صفحه ی بالای و z = x٢ + y٢ ͬ وار سهم زیر که بیابید را جسمͬ حجم .٩ مثال

است. شده واقع x٢ + y٢ = ٢x استوانه ی

اثبات.

x٢ + y٢ = ٢x ⇒ (x− ٢(١ − ١ + y٢ = ٠ ⇒ (x− ٢(١ + y٢ = ١

x = r cos θ

y = r sin θ

⇒ (r cos θ − ٢(١ + r٢ sin٢ θ = ١ ⇒ r٢ cos٢ θ − ٢r cos θ + ١ + r٢ sin٢ θ = ١

⇒ r٢ − ٢r cos θ = ٠ ⇒ r = ٢ cos θ∫ ٢π

٠

∫ ٢ cos θ

٠
(r٢)rdrdθ =

∫ ٢π

٠

r۴

۴
|٢ cos θ
٠ dθ =∫ ٢π

٠
۴ cos۴ θdθ = ۴

∫ ٢π

٠
(cos٢ θ)٢dθ = ۴

∫ ٢π

٠

(١ + cos ٢θ)٢

۴
dθ

۶



کنید. حل x٢ + y٢ = ۴ استوانه ی برای را قبلͬ مثال همان .١٠ تمرین

٧
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