
یͺم و بیست جلسه ی ١

است، شده تعریف R بسته ی مستطیل̞ ͷی روی که f(x, y) تابع̧ ͷی برای که گفتیم قبل جلسه ی در

ͬ کنیم: م محاسبه را زیر مجموع و ͬ کنیم م تقسیم ∆x×∆y ِͷکوچ مساحتهای به را R مستطیل

∑
(i,j)ام مستطیل مͺعب حجم

f(xi, yj)∆xi∆yj

داریم: ∆xi,∆yj → ٠ که ∑زمانͬ
(i,j)ام مستطیل مͺعب حجم

f(xi, yj)∆xi∆yj =

∫∫
R

f(x, d)dxdy

f تابع ͬ گوییم م باشد، موجود n → ∞ که وقتͬ
∑n

i,j=١ f(xi, yj)∆xi∆yj حدِ که گاه هر پس

است. انتگرال پذیر

آنگاه باشد، xy صفحه ی در مستطیل ͷی R و f(x, y) ⩾ ٠ اگر .١ ∫∫توجه
R

f(x, y)dxdy

ͬ دهد. م دست به را f(x, y) تابع زیر تا R مستطیل روی گرفته قرار جسم حجم واقع ∫∫در
R

√
١ − x٢dA آنگاه R = {(x, y)| − ١ ⩽ x ⩽ ٢−,١ ⩽ y ⩽ ٢} کنید فرض .٢ مثال

کنید. محاسبه را

روی و z٢ + x٢ = ١ استوانه ی مثبتِ قمست زیر حجم شده، یاد انتگرال که کنید توجه پاسخ.

ارتفاع. در قاعده مساحت نصف با است برابر استوانه نیم حجم است. R مستطیل̞

١
٢
(πr٢d) =

١
٢
(π × ١ × ۴) = ٢π

١



کرده ایم. ارائه بالا انتگرال مانند انتگرالهائͬ محاسبه ی برای کلͬ روشͬ زیر در

فوبینͬ قضیه ی ١ . ١

آنگاه باشد. R = [a, b]× [c, d] بصورت مستطیلͬ ناحیه ی ͷی R کنید ∫∫فرض
R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy

کنید. حساب را زیر انتگرال .٣ ∫مثال ٣

٠

∫ ٢

١
x٢ydydx

∫پاسخ. ٢

١
x٢ydy =

x٢y٢

٢
|٢١ = ٢x٢ − x٢

٢
=

٣
٢
x٢

٢



∫ ٣

٠

٣
٢
x٢dx =

٣
٢
(
x٣

٣
)|٣٠ =

٢٧
٢

∫ ٢

١

∫ ٣

٠
x٢ydxdy =

∫ ٢

١

yx٣

٣
|٣٠dy =

∫ ٢

١
٩ydy =

٩
٢
y٢١|٢ = ١٨ − ٩

٢
=

٢٧
٢

کنید. حساب را زیر انتگرال .۴ ∫∫مثال
R

(x− ٣y٢)dA R = [٠, ٢]× [١, ٢]

∫پاسخ. ٢

٠

∫ ٢

١
(x− ٣y٢)dydx∫ ٢

١
(x− ٣y٢)dy = (xy − y٢١|(٣ = x− ٧∫ ٢

٠
(x− ٧)dx = (

x٢

٢
− ٧x)|٢٠ = ٢ − ١۴ = −١٢

∫ ٢

١

∫ ٢

٠
(x−٣y٢)dxdy =

∫ ٢

١
(
x٢

٢
−٣y٢x)|٢٠dy =

∫ ٢

١
(٢−۶y٢)dy = (٢y−٢y٣)|٢١ = ١−٢۴ = −١٢

٣



صفحات و x٢ + ٢y٢ + z = ١۶ بیضوی ͬ وار سهم توسط که بیابید را جسمͬ حجم .۵ مثال

است. شده احاطه مختصاتͬ صفحات و y = ٢ و x = ٢

بیابیم: را زیر در R مستطیل بالای و رویه زیر شده محاط حجم باید پاسخ.

R = [٠, ٢]× [٠, ٢]

z = ١۶ − x٢ − ٢y٢∫ ٢

٠

∫ ٢

٠
(١۶ − x٢ − ٢y٢)dxdy∫ ٢

٠
(١۶−x٢−٢y٢)dx = (١۶x−x٣

٣
−٢y٢x)|٢٠ = ٨−٣٢

٣
−۴y٢ =

٩۶ − ٨
٣

−۴y٢ =
٨٨
٣
−۴y٢

∫ ٢

٠
(
٨٨
٣

− ۴y٢)dy = (
٨٨
٣
y − ۴

٣
y٢٠|(٣ =

۴۴
٣

− ١
۶
=

٢٩
٢

۴



بیابید: را بالا رویه ی اکسترمم نقاط تمرین، عنوان به

اکسترمم: نقاط کردن پیدا

fx(x, y) = −٢x = ٠

fy(x, y) = −۴y = ٠

۵



است. بحرانͬ نقطه ی (x, y, z) = (٠, ٠, ١۶) نقطه ی

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣ −٢ ٠

٠ −۴

∣∣∣∣∣∣ = ٨ > ٠

است. نسبی ماکزیمم نقطه این پس fxx < ٠ و D > ٠

بیابید. را زیر انتگرال حاصل .۶ ∫∫مثال
R

y sin(xy)dA R = [١, ٢]× [٠, π]

∫پاسخ. ٢

١

∫ π

٠
y sin(xy)dydx =

∫ π

٠

∫ ٢

١
y sin(xy)dxdy∫ ٢

١
y sin(xy)dx = − cos(xy)|٢١ = − cos(٢y) + cos(y)∫ π

٠
(− cos(٢y) + cos(y))dy = (−١

٢
sin(٢y) + sin y)|π٠

۶
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