
بیستم جلسه ی ١

بیابید. x+ ٢y + z = ۴ صفحه ی به را (١, ٠, ٢) نقطه ی فاصله ی کوتاه ترین .١ مثال

(x, y, z) از (١, ٠, ٢) نقطه ی فاصله ی باشد. صفحه روی (x, y, z) نقطه ی کنید فرض پاسخ.

با: است برابر

d =
√
(x− ٢(١ + (y − ٢(٠ + z − ٢(٢

شود. مینیمم d٢ است کافͬ شود، مینیمم d اینکه برای

d٢ = (x− ٢(١ + y٢ + (z − ٢(٢

داریم: پس ͬ کند. م صدق صفحه معادله ی در پس است واقع صفحه روی (x, y, z) که آنجا از

z = ۴ − x− ٢y

d٢ = (x− ٢(٢ + y٢ + (۴ − x− ٢y − ٢(٢ = (x− ٢(١ + y٢ + (٢ − x− ٢y)٢

fx(x, y) = ٢(x− ١) + (−١)(٢)(٢ − x− ٢y) = ٠

⇒ x− ١ = ٢ − x− ٢y ⇒ ٢x− ١ = ٢ − ٢y ⇒ ٢x = ٣ − ٢y ⇒ x =
٣
٢
− y (∗)

fy(x, y) = ٢y + (−٢)(٢)(٢ − x− ٢y) = ٠

⇒ ٢y = ٨ − ۴x− ٨y ⇒ ۵y = ۴ − ٢x ⇒ y =
۴ − ٢x

۵
ͬ دهیم. م قرار معادله این در را (∗)

y =
۴
۵
− ٢

۵
(
٣
٢
− y) ⇒ y =

۴
۵
− ٣

۵
+

٢
۵
y ⇒ y − ٢

۵
y =

١
۵
⇒ y =

١
٢

(∗∗)

ͬ دهیم. م قرار (∗) معادله ی در را (∗∗)

x =
٣
٢
− ١

٢
= ١

کوتاه ترین پس است. نظر مورد تابع برای مینیمم ͷی (١, ١
٢) نقطه ی که پیداست سوال صورت از

با است برابر فاصله

d =

√
(١ − ٢(١ + (

١
٢
)٢ + (٢ − ١ − ٢ × ١

٢
)٢

١



مقوا مربع متر ١٢ از استفاده با مستطیل مͺعب شͺل به در بدون جعبه ی ͷی ͬ خواهیم م .٢ مثال

بیابید. را جعبه این حجم حداکثر بسازیم.

پاسخ.

٢xy + ٢yz + zx = ١٢

v = xyz

.v ماکزیمم کردن پیدا هدف.

z(٢y + x) + ٢xy = ١٢ ⇒ z =
١٢ − ٢xy

٢y + x

f(x, y) = v = xy(
١٢ − ٢xy

٢y + x
) =

١٢xy − ٢x٢y٢

٢y + x

fx(x, y) =
(١٢y − ۴y٢x)(٢y + x)− ١٢xy + ٢x٢y٢

(٢y + x)٢ = ٠

⇒ (١٢y − ۴y٢x)(٢y + x)− ١٢xy + ٢x٢y٢ = ٠

⇒ ٢۴y٢ + ١٢xy − ٨xy٣ − ۴x٢y٢ − ١٢xy + ٢x٢y٢ = ٠

⇒ ٢۴y٢ − ٨xy٣ − ٢x٢y٢ = ٠ ⇒ y٢)٢۴ − ٨xy − ٢x٢) = ٠

.١٢ − ۴xy − x٢ = ٠ یا نیست قبول قابل طول عنوان به که y = ٠ یا بالا معادله ی به توجه با

fy(x, y) =
(١٢x− ٢x٢y)(٢y + x)− ١٢)٢xy − ٢x٢y٢)

(٢y + x)٢ = ٠

(١٢x− ٢x٢y)(٢y + x)− ١٢)٢xy − ٢x٢y٢) = ٠

⇒ ٢۴xy + ١٢x٢ − ٨x٢y٢ − ۴x٣y − ٢۴xy + ۴x٢y٢ = ٠

٢



⇒ ١٢x٢ − ۴x٣y − ۴x٢y٢ = ٠ ⇒ ۴x٣)٢ − xy − y٢) = ٠

با حال نیست. قبول قابل طول برای x = ٠ و ٣ − xy − y٢ = ٠ با است برابر معادله این جواب

ͬ آوریم. م بدست را y و x ،xy = ٣ − y٢ و ١٢ − ۴xy − x٢ = ٠ معادله ی دو از استفاده

١٢ − ۴(٣ − y٢) = x٢ ⇒ ۴y٢ = x٢

ͬ دهیم. م قرار fy = ٠ معادله ی در را آن و است قبول قابل x = ٢y تنها

٣ − y٢ = ٢y٢ ⇒ y = ١, x = ٢, z = ٢

دوگانه انتگرال ٢

تعریف [a, b] بازه ی در که باشد پیوسته متغیره ی تک تابع ͷی y = f(x) کنید فرض .٣ یادآوری

∀x ∈ [a, b] f(x) > ٠ کنید فرض است. شده

منحنͬ زیر مساحت ≃ مستطیل n مساحت جمع

n := مستطیل ها تعداد

مساحتهای مجموع آنگاه کنیم، بزرگ کافͬ اندازه ی به را مستطیلها تعداد اگر یعنͬ ،n → ∞ اگر

ͬ شود. م منحنͬ زیر مساحت با برابر آنها

نظر مورد مساحت =
∑

مستطیل ها مساحت

٣



f(x) با برابر مستطیلها این از ͷی هر طول اگر

پس .f(x)dx با ͬ شود م برابر آنها از ͷی هر مساحت ،dx با برابر آنها از ͷی هر عرض و باشد

با: ͬ شود م برابر منحنͬ زیر مساحت

مساحت =
b∑

x=a

f(x)dx

ͬ دهیم: م نمایش زیر صورت به را بالا عبارت

مساحت =

∫ b

a

f(x)dx

R = [a, b] × [c, d] بسته ی مستطیل روی z = f(x, y) متغیره ی دو تابع کنید فرض .۴ تعمیم

باشد. شده تعریف

قرار R مستطیل بالای که z = f(x, y) رویه ی زیر حجم بخواهیم و f(x, y) ⩾ ٠ کنید فرض

۴



کنیم. حساب را گرفته

رویه زیر حجم = مستطیل ها مͺعب حجم جمع

مستطیل ها مͺعب حجم = قاعده مساحت × ارتفاع = dxdy × f(x, y)

با است برابر R مستطیل بالای و رویه زیر حجم ∑پس
n→∞

f(x, y)dxdy

ͬ دهیم: م نشان زیر صورت به را بالا عبارت ∫∫و
R

f(x, y)dxdy.

۵
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