
نوزدهم جلسه ی ١

مشتقات اساس بر ( z = f(x, y) تابع اکسترمم نقاط (یافتن z = f(x, y) تابع تحلیل .١ هدف

آن. جزئͬ

استفاده با تک متغیره تابع̧ ͷی مطلق و نسبی اکسترمهای یافتن نحوه ی با دبیرستانͬ ریاضیات در

شده ایم: آشنا آن دوم و اول مشتق های از

باشد. مشتق پذیر دوبار تابعͬ y = f(x) کنید فرض .٢ یادآوری

باشیم: داشته x = x٠ نقطه ی در اگر آ.

f ′(x٠) = ٠

و

f ′′(x٠) ⩾ ٠

است. f تابع برای نسبی مینیمم ͷی (x٠, f(x٠)) آنگاه

است. نسبی ماکزیمم ͷی x٠ آنگاه f ′′(x٠) ⩽ ٠ و f ′(x٠) = ٠ اگر ب.

آنگاه باشد، داشته نسبی مینیمم یا ماکزیمم x = x٠ نقطه ی در y = f(x) مشتق پذیر تابع اگر

.f ′(x٠) = ٠

کنیم: مطالعه نیز متغیره دو توابع مورد در مفاهیم این ͬ خواهیم م

١



ͷی هرگاه است نسبی ماکزیمم دارای (a, b) نقطه ی در z = f(x, y) تابع ͬ گوییم م .٣ تعریف

که طوری به باشد موجود (a, b) مرکز به D ͷدیس

∀(x, y) ∈ D f(x, y) ⩽ f(a, b)

مرکز به D ͷدیس ͷی هرگاه است نسبی مینیمم دارای (a, b) نقطه ی در f تابع ترتیب، همین به

.∀(x, y) ∈ D f(x, y) ⩾ f(a, b) که طوری به باشد، موجود (a, b)

g(x) تابع باشد. z = f(x, y) تابع برای نسبی اکسترمم ͷی (a, b) نقطه ی کنید فرض .۴ مشاهده

کنید. تعریف زیر صورت به را

g(x) := f(x, b)

یعنͬ است. g(x) متغیره ی تک تابع برای نسبی اکسترمم ͷی x٠ = a نقطه ی که است مشخص

٢



داریم: مشتق) وجود صورت (در

g′(a) = ٠

نسبی اکسترمم ͷی (a, b) نقطه ی اگر آنگاه باشند پیوسته f تابع جزئͬ مشتقات اگر دیͽر بیان به

داریم: ,fx(aباشد، b) = ٠

fy(a, b) = ٠

موجود آنها در fy یا fx از ͬͺی یا ͬ شوند م صفر همزمان fy و fx آنها در که نقاطͬ به .۵ تعریف

ͬ شود. م گفته بحرانͬ نقاط نیست

را آن بحرانͬ نقاط نخست باید z = f(x, y) تابع ͷی نسبی اکسترمم های یافتن برای پس

کنیم. مشخص

ͬ افتد. نم اتفاق نسبی ماکسیمم یا مینیمم لزوماً بحرانͬ نقاط در .۶ توجه

کنید. تعیین را f(x, y) = x٢ + y٢ − ٢x− ۶y + ١۴ تابع نسبی مینیمم .٧ مثال

آنگاه باشد داشته نسبی مینیمم (a, b) مثل نقطه ای در f تابع باشد قرار اگر پاسخ.

fx(a, b) = ٠

fy(a, b) = ٠

fx(x, y) = ٢x− ٢ = ٠ ⇒ x = ١

fy(x, y) = ٢y − ۶ =⇒ y = ٣

است: چنین واقعاً  که کرده ایم بررسͬ زیر در باشد. نسبی اکسترمم ͷی ͬ تواند م (١, ٣)

f(x, y) = x٢−٢x+y٢−۶y+١۴ = (x−١)١−٢+(y−٣)١+٩−٢۴ = (x−١)٢+(y−٣)٢+۴

است. مینیمم عبارت این y = ٣ و x = ١ در

یا هستند نسبی اکسترمم کنید تعیین و بیابید را f(x, y) = y٢ − x٢ تابع بحرانͬ نقاط .٨ مثال

زینͬ؟ نقطه ی

٣



پاسخ.

fx(x, y) = −٢x = ٠ ⇒ x = ٠

fy(x, y) = ٢y = ٠ ⇒ y = ٠

(٠, ٠) نقطه ی به (−x٢, ٠) منحنͬ روی کنید فرض است. بحرانͬ نقطه ی ͷی (٠, ٠) نقطه ی

نقطه ی به (٠, y٢) منحنͬ روی اگر است. نسبی ماکسیمم ͷی (٠, ٠) نقطه ی آنگاه ͬ شویم م ͷنزدی

این نیست اکسترمم نقطه این پس است. نسبی مینیمم (٠, ٠) نقطه ی آنگاه شویم ͷنزدی (٠, ٠)

است. زینͬ نقطه ی ͷی نقطه،

کنید. حساب را f(x, y) = x٢y٢ +sin(xy) تابع برای را fyx و fy ، fxy ، fx مشتقات .٩ مثال

پاسخ.

fx(x, y) = ٢y٢x+ y cos(xy)

fxy(x, y) = ۴xy + cos(xy)− xy sin(xy)

fy(x, y) = ٢x٢y + x cos(xy)

۴



fxy(x, y) = ۴xy + cos(xy)− xy sin(xy)

کنید مͬ مشاهده که همانطور

fxy = fyx

نیست: اتفاقͬ چندان رویداد، این

آنگاه باشند، پیوسته نقاط تمام در f(x, y) تابع دوم جزئͬ مشتقات کنید فرض (ک˼ل˼رو). ١٠ قضیه

fxy =
∂٢f

∂x∂y
=

∂٢f

∂y∂x
= fyx

اکسترمم ها یافتن برای دوم مشتق آزمون

کنید فرض باشند. پیوسته (a, b) مرکز به ͷدیس ͷی در f تابع دوم مشتقات کنید فرض

fx(a, b) = fy(a, b) = ٠

دهید: قرار

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣ fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣ = fxxfyy − (fxy)
٢

است. نسبی مینیمم ͷی (a, b) آنگاه fxx(a, b) > ٠ و D(a, b) > ٠ اگر آ.

است. نسبی ماکسیمم ͷی (a, b) آنگاه fxx < ٠ و D(a, b) > ٠ اگر ب.

گفته زینͬ نقطه ی ͷی آن به و است مینیمم نه و ماکسیمم نه (a, b) آنگاه D(a, b) < ٠ اگر ج.

ͬ شود. م

ͬ دهد. نم جواب آزمون این D = ٠ اگر د.

کنید. تعیین را زیر تابع زینͬ نقاط و نسبی اکسترمم های .١١ مثال

f(x, y) = x۴ + y۴ − ۴xy + ١

۵



پاسخ.

fx(x, y) = ۴x٣ − ۴y = ٠ ⇒ y = x٣

fy(x, y) = ۴y٣ − ۴x = ٠ ⇒ x = y٣

x = (x٣)٣ ⇒ x٩ − x = ٠ ⇒ x(x٨ − ١) = ٠ ⇒ x = x٨یا٠ − ١ = ٠

x١−٨ = (x۴+١)(x۴−١) = (x۴+١)(x١+٢)(x١−٢) = (x۴+١)(x١+٢)(x+١)(x−١) = ٠ ⇒ x = ±١

از: عبارتند بحرانͬ نقاط

(١, ١) (−١−,١) (٠, ٠)

fxx(x, y) = ١٢x٢

fyy(x, y) = ١٢x٢

fxy(x, y) = −۴

fyx(x, y) = −۴

داریم: (١, ١) نقطه ی در

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣ fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣ (١, ١) =

∣∣∣∣∣∣ ١٢ −۴

−۴ ١٢

∣∣∣∣∣∣ = ١٢٢ − ۴٢ > ٠

است. نسبی مینیمم (١, ١) نقطه ی بنابراین fxx > ٠ و D > ٠ چون

داریم: (−١−,١) نقطه ی در

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣ fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣ (−١−,١) =

∣∣∣∣∣∣ ١٢ −۴

−۴ ١٢

∣∣∣∣∣∣ = ١٢٢ − ۴٢ > ٠

است. نسبی مینیمم نقطه این نتیجه در fxx > ٠ و D > ٠ پس

داریم: (٠, ٠) نقطه ی در

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣ fxx fxy

fyx fyy

∣∣∣∣∣∣ (١, ١) =

∣∣∣∣∣∣ ٠ −۴

−۴ ٠

∣∣∣∣∣∣ = −۴٢ < ٠

۶



است. زینͬ نقطه این پس D < ٠ پس

٧
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