
پانزدهم جلسه ی ١

هرگاه ͬ خوانیم م پیوسته (a, b) نقطه ی در را f(x, y) تابع .١ تعریف

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b).

زیر تابع مثال، برای پیوسته اند. R٢ تمام در جمله ای چند توابع

f(x, y) = ٣x٢ + ۴x۵y۶ + ٧

است. پیوسته متغیره دو چندجمله  ای ͷی

است. پیوسته f(x, y) = y تابع .٢ مثال

اثبات.

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(b) = b

که کنیم ثابت باید

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ (∥(x, y)− (a, b)∥ < δ︸ ︷︷ ︸√
(x−a)٢+(y−b)٢<δ

→ |y − b| < ϵ)

اگر که کنیم پیدا گونه ای به را δ ͬ خواهیم م

(x− a)٢ + (y − b)٢ < δ٢ → (y − b)٢ < ϵ٢

آنگاه δ < ϵ اگر زیرا باشد. δ < ϵ است کافͬ پس

(y − b)٢ ⩽ (x− a)٢ + (y − b)٢ < δ < ϵ

هستند: پیوسته زیر توابع

(آ)

f(x, y) = x

١



(ب)

f(x, y) = y

پیوسته اند. جمله ای چند توابع پس است. پیوسته پیوسته، توابع ضرب و جمع

f(x, y) = ۵xy٢ + ۶x٢y٧ + . . .+ ٨

پیوسته اند. خود دامنه ی در نیز گویا توابع .٣ توجه

f(x, y) =
٧x۶ + ۵x٢y۵ + ۴
x٢ + y٢ + xy

پیوسته اند. است، صفر مخالف مخرج آنها در که نقاطͬ تمام در توابع این

جزئͬ مشتقات ١ . ١

خط توسط منحنͬ ͷی زدنِ تخمین یعنͬ دیفرانسیل، مطالعه ی که آموخته ایم دبیرستانͬ ریاضیات در

ͬ توان م را ∆y یعنͬ تابع، تغییرات است، مشتق پذیر y = f(x) تابع وقتͬ واقع در آن. بر مماس

رویه ها به را مفاهیم این تا که برآنیم درس ادامه ی در زد. تخمین dy یعنͬ مماس، خط تغییرات توسط

اگر که دید خواهیم تعمیم این در دهیم. تعمیم متغیره دو توابع و

z = f(x, y)

دلخواه نقطه ی ͷی در را رویه بر مماس صفحه ی تغییرات میزان dz آنگاه باشد، رویه ͷی معادله ی

مشتقات به نیز کار این برای ͬ پردازیم. م مماس صفحه ی یافتن نحوه ی به نخست، ͬ دهد. م نشان

نیازمندیم. جزئͬ

درنظر را (a, b) ∈ Domf نقطه ی باشد. متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) که کنید فرض

نقطه ی در ͬ توان م را تابع این مشتق .x حسب بر است تابعͬ z = f(x, b) آنگاه y = b اگر بͽیرید.

ͬ کنیم: م تعریف کرد. محاسبه a

fx(a, b) = (f(x, b))′(a)

ͬ گوئیم. م (a, b) نقطه ی در x متغیر به نسبت f(x, y) تابع جزئͬ مشتق آن به و

٢



fx هندس̞ͬ تعبیر

رویه  با y = b صفحه ی اشتراک از ͬ دهیم. م عبور z = f(x, y) رویه ی میان از را y = b صفحه ی

ͬ توان م x = a نقطه ی در را منحنͬ این مشتق ͬ رسیم. م z = f(x, b) منحنͬ به z = f(x, y)

کرد: حساب

(f(x, b))′(a)

دیͽر بیان به ͬ دهیم. م نشان fx(a, b) با را مشتق این

fx(a, b) = lim
h→٠

f(a+ h, b)− f(a, b)

h

ͬ کنیم: م تعریف مشابه طور به

fy(a, b) = lim
h→٠

f(a, b+ h)− f(a, b)

h

گذاری نماد

fx(x, y) =
∂z

∂x
=

∂f

∂x
,

fy(x, y) =
∂f

∂y
=

∂z

∂y

٣



سپس کنید. محاسبه را fy(١, ١) و fx(١, ١) آنگاه z = ۴ − x٢ − ٢y٢ کنید فرض .۴ مثال

(١, ١) نقطه ی در را y = ١ صفحه ی با f(x, y) رویه ی تقاطع̧ محل منحنͬ بر مماس خط معادله ی

کنید. هندسͬ تحلیل را وضعیت شͺل، رسم با بنویسید.

پاسخ.

f(x, y) = z = ۴ − x٢ − ٢y٢

بͽیرید. نظر در را z = f(x, ١) تابع اول. راه

f(x, ١) = ۴ − x٢ − ٢ = ٢ − x٢

f ′(x, ١) = −٢x ⇒ fx(١, ١) = −٢

دوم. راه

f(x, y) = ۴ − x٢ − ٢y٢ ⇒ fx(x, y) = −٢x

fx(١, ١) = −٢

fy(x, y) = −۴y ⇒ fy(١, ١) = −۴

خط که ͬ دانیم م بدانیم. را آن از نقطه ای و آن شیب است کافͬ خط ͷی معادله ی کردن پیدا برای

بود: خواهد زیر صورت به آن معادله ی پس است. واقع y = ١ صفحه ی روی ما نظر مورد

y = ١, z = ax+ b

صفحه ی تقاطع̧ محل منحنͬ بر مماس خط شیب یعنͬ a که گفتیم بیابیم. را a, b باید ادامه  در

با است برابر (١, ١) نقطه ی در ما رویه ی با y = ١

fx(١, ١) = −٢ ⇒ a = −٢ ⇒ z = −٢x+ b

روی هم و است واقع رویه روی هم نظر مورد نقطه ی که ͬ کنیم م استفاده نکته این از b یافتن̞ برای

خط.

x = yو١ = ١ ⇒ z = ۴ − (١)٢ − ٢(١)٢ = ١

١ = −٢ + b ⇒ b = ٣

۴



است: زیر صورت به مورد خط معادله ی zپس = −٢x+ ٣

y = ١

کرده ایم: رسم را وضعیت این همه ی زیر در

z − ۴ = −x٢ − ٢y٢

ͬ بریم. م بالا واحد ۴ اندازه ی به را حاصل شͺل و z′ = z − ۴ ͬ دهیم م قرار

z′ = −x٢ − ٢y٢ ⇒ −z′ = x٢ + y٢

−z′

٢
=

x٢

٢
+ y٢

z′ = −٢
x٢

٢
+ y٢ = ١

۵



است. شده کشیده ͬͺمش رنگ با مماس خط بالا، شͺل در که کنید دقت

کنید. حساب را ∂f
∂x

. f(x, y) = sin x
١+y

کنید فرض .۵ مثال

پاسخ.
∂f

∂x
=

١
١ + y

cos
x

١ + y
=

cos x
١+y

١ + y

∂f

∂y
=

−x

(١ + y)٢ cos
x

١ + y
=

−x cos x
١+y

(١ + y)٢

بیابید. را ∂z
∂x

باشد. برقرار زیر معادله ی و باشد y و x از تابعͬ z کنید فرض .۶ مثال

x٣ + y٣ + z٣ + ۵z = ١

۶



پاسخ.
∂z

∂x
= ٣x٢ + ٠ + ٣z٢ ∂z

∂x
+ ۵∂z

∂x
= ٠

٣x٢ +
∂z

∂x
(٣z٢ + ۵) = ٠

∂z

∂x
=

−٣x٢

۵ + ٣z٢

٧
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