
چهاردهم جلسه ی ١

متغیره دو توابع حد

ͬ کنند: م باز کلیدی نقش زیر عبارت دو متغیره، دو توابع حد بررسͬ در .١ یادآوری

دلخواه اندازه ی هر

کافͬ اندازه ی

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L ⇐⇒

∀ ϵ︸︷︷︸
دلخواه مقدار

> ٠ ∃ δ︸︷︷︸
کافͬ

(∥(x, y)− (a, b)∥ < δ → |f(x, y)− L| < ϵ)

که کنید توجه

∥(x, y)− (a, b)∥ < r ⇔
√

(x− a)٢ + (y − b)٢ < r

که دهید نشان تعریف از استفاده با .٢ مثال

lim
(x,y)→(٠,٠)

٣x٢y

x٢ + y٢ = ٠

١



که کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ (∥(x, y)− (٠, ٠)∥ < δ → |f(x, y)− ٠| < ϵ)

نویس چرک

| ٣x٢y

x٢ + y٢ − ٠| < ϵ ⇒ | ٣x٢y

x٢ + y٢ |︸ ︷︷ ︸
٣| x٢

x٢+y٢ ||y|

< ϵ

داریم: کنیم، ضرب ٣|y| در را طرفین اگر ٠ ⩽ | x٢

x٢+y٢ | ⩽ ١ اینکه به توجه با

٠ ⩽ ٣| x٢

x٢ + y٢ ||y| ⩽ ٣|y|

داریم: پس

| ٣x٢y

x٢ + y٢ | ⩽ ٣|y|

٣
√
y٢ ⩽ ٣

√
x٢ + y٢ پس ٣|y| = ٣

√
y٢ داریم

نتیجه در

| ٣x٢y

x٢ + y٢ | ⩽ ٣
√
x٢ + y٢

است: کافͬ | ٣x٢y
x٢+y٢ | < ϵ اینکه برای بالا، محاسبات بر بنا

٣
√

x٢ + y٢ < ϵ

آنگاه باشد، δ < ϵ
٣ √اگر

x٢ + y٢ < δ ⇒ ٣
√

x٢ + y٢ < ϵ ⇒ | ٣x٢y

x٢ + y٢ | < ϵ

در δ = ϵ
٣ است کافͬ است موجود تابع حد که این اثبات برای باشد، شده داده ϵ > ٠ هرگاه پس

فاصله ی باشد، δ از کمتر (٠, ٠) از (x, y) فاصله ی اگر آنگاه δ = ϵ/٣ اگر یعنͬ شود. گرفته نظر

شد. خواهد ϵ از کمتر L از f(x, y)

که کنید ثابت .٣ مثال

lim
(x,y)→(x٠,y٠)

x = x٠

٢



که کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ (∥(x− x٠)− (y − y٠)∥ < δ → |x− x٠| < ϵ)

که کنیم پیدا گونه ای به را δ باید است، شده داده ما به که ϵ ͷی برای یعنͬ

√
(x− x٢(٠ + (y − y٢(٠ < δ ⇒ |x− x٠| < ϵ

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م را بالا عبارت دو

(x− x٠)
٢ + (y − y٠)

٢ < δ٢ (x− x٠)
٢ < ϵ٢

که ͬ دانیم م

(x− x٠)
٢ ≤ (x− x٠)

٢ + (y − y٠)
٢

که باشد گونه ای به δ اگر پس

δ٢ < ϵ٢

اگر آنگاه

(x− x٠)
٢ + (y − y٠)

٢ < δ٢

داشت: خواهیم

(x− x٠)
٢ < ϵ٢

یعنͬ

|x− x٠| < ϵ

ͬ خواستیم. م که است همان این و

(a, b) به (x, y) که مسیری هر از اگر تنها و اگر lim(x,y)→(a,b) f(x, y) = L داریم .۴ توجه

حد نقطه ͷی در تابعͬ کنیم ثابت که این برای پس شود. ͷنزدی L به f(x, y) تابع شود، ͷنزدی

شود. متفاوت تابع حد آنها روی که کنیم پیدا مسیر دو است کافͬ ندارد،

٣



ندارد. وجود lim(x,y)→(٠,٠)
x٢−y٢

x٢+y٢ که کنید ثابت .۵ مثال

شویم: ͷنزدی (٠, ٠) به (x, ٠) خط روی بخواهیم که کنیم فرض پاسخ.

z =
x٢ − y٢

x٢ + y٢

x٠−٢
x٠+٢ با است برابر (x, ٠) نقاط در z تابع مقدار

lim
x→٠

x٢

x٢ = ١

٠−y٢

٠+y٢ با است برابر تابع مقدار (٠, y) نقاط در

lim
y→٠

−y٢

y٢ = −١

ندارد. حد (٠, ٠) در تابع این نتیجه در و

۴



ندارد. حد (٠, ٠) در xy
x٢+y٢ تابع که دهید نشان .۶ مثال

داریم: شویم، ͷنزدی صفر به ( (x, ٠) (نقاط x محور روی اگر پاسخ.

٠
x٢ = ٠

داریم: شویم، ͷنزدی صفر به ( (٠, y) (نقاط y محور روی اگر و

٠
y٢ = ٠

داریم: شویم، ͷنزدی (٠, ٠) نقطه ی به y = x خط روی اگر و

x٢

٢x٢ =
١
٢

۵



ندارد. حد (٠, ٠) در f(x, y) = xy٢

x٢+y۴ تابع که دهید نشان .٧ مثال

: x محور سمت از پاسخ.
x× ٠
x٢ =

٠
x٢ = ٠

: y محور سمت از
٠ × y٢

٠ + y٢ =
٠
y٢ = ٠

ͬ شویم: م ͷنزدی (٠, ٠) به x = y٢ خط روی

y۴

y۴ + y۴ =
١
٢

۶
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