
سیزدهم جلسه ی ١

متغیره دو توابع

ͬ شوند. م تعریف R به D ⊆ R٢ ناحیه ی ͷی از دومتغیره توابع که گفتیم

z = f(x, y)

بدانیم: مختلف ارتفاعهای در را تابع رفتار باید z = f(x, y) دومتغیره ی تابع̧ ͷی رسم برای

تراز ͬ های منحن

هر ازای به است. سه بعدی فضای در رویه  ͷی z آنگاه باشد، متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) اگر

به دارد. قرار z = k صفحه ی در که است بعدی دو منحن̞ͬ ͷی f(x, y) = k عبارت z = k مقدار

ͬ شود. م گفته f تابع تراز ͬ های منحن k مختلفِ مقادیر برای f(x, y) = k معادله ی با ͬ های منحن

ارتفاعات در کوه ͷی عوارض مثلا́ ͬ شود. م استفاده عارضه نگاری نقشه های در تراز ͬ های منحن از

ͬ شود: م داده نشان زیر صورت به مختلف

١



کنید. رسم κ = −۶, ٠, ۶, ١٢ برای را f(x, y) = ۶ − ٣x− ٢y تابع ترازِ ͬ های منحن .١ مثال

پاسخ.

z = ۶ − ٣x− ٢y

z = ٠ ⇒ ٠ = ۶ − ٣x− ٢y

z = ۶ ⇒ ۶ = ۶ − ٣x− ٢y ⇒ ٣x+ ٢y = ٠

z = ١٢ ⇒ ١٢ = ۶ − ٣x− ٢y ⇒ −٣x− ٢y = ۶

z = −۶ ⇒ −۶ = ۶ − ٣x− ٢y ⇒ ٣x+ ٢y = ١٢

٢



داده ایم: عبور شده داده صفحه ی میان از را z = k مختلفِ صفحاتِ زیر در

هستند: زیر صورت به شده ایجاد تراز ͬ های منحن

صفحه ی روی تراز ͬ های منحن به تنها است z = f(x, y) توابع درباره ی ما بحث که آنجا از .٢ توجه

ͬ پردازیم. م xy

٣



کنید. رسم را f(x, y) = ۴x٢ + y٢ + ١ تابع تراز ͬ های منحن .٣ مثال

پاسخ.

z =
x٢

١
۴
+

y٢

١
+ ١

z = ١ ⇒ x٢

١
۴
+

y٢

١
= ٠ ⇒ (x, y) = (٠, ٠)

z = ٠ ⇒ x٢

١
۴
+

y٢

١
= −١

در یعنͬ ندارد. وجود x٢
١
۴
+ y٢

١ = −١ منحنͬ پس ͬ شود. نم منفͬ هیچͽاه مثبت عدد دو جمع

نداریم. شͺلͬ z = ٠

z = ٢ ⇒ x٢

١
۴
+

y٢

١
= ١

z = ٣ ⇒ x٢

١
۴
+

y٢

١
= ٢ ⇒ x٢

١
٢
+

y٢

٢
= ١

z = ١٠ ⇒ x٢

١
۴
+

y٢

١
= ٩ ⇒ x٢

٩
۴
+

y٢

٩
= ١

۴



۵



کنید. رسم را z = x٢ − y٢ تابع تراز ͬ های منحن .۴ مثال

پاسخ.

z = ٠ ⇒ x٢ − y٢ = ٠ ⇒ x٢ = y٢ ⇒

y = x

y = −x

z = ١ ⇒ x٢ − y٢ = ١

z = ٢ ⇒ x٢ − y٢ = ٢ ⇒ x٢

٢
− y٢

٢
= ١

z = −١ ⇒ x٢ − y٢ = −١ ⇒ y٢ − x٢ = ١

z = −٢ ⇒ y٢ − x٢ = ٢ ⇒ y٢

٢
− x٢

٢
= ١

۶



را z =
√
x٢ + y٢ + ١ معادله ی و z =

√
x٢ − y٢ + ١ معادله ی تراز ͬ های منحن .۵ تمرین

کنید. رسم

٧



کشیده ایم. را اول مورد تنها زیر در پاسخ.

z =
√
x٢ − y٢ + ١

٨



متغیره دو توابع حد بررسͬ

ͷی درون (یعنͬ ͷدیس ͷی شامل آن دامنه ی که باشد متغیره دو تابع ͷی z = f(x, y) کنید فرض

است. (a, b) نقطه ی شامل دایره)

با است برابر (a, b) تا آنها فاصله ی که است نقاطͬ r شعاع به ͷدیس ͷی از منظور

نویسیم: مͬ .r =
√

(x− a)٢ + (y − b)٢

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

است، L با برابر ͬ کند م میل (a, b) نقطه ی سمت به (x, y) وقتͬ f(x, y) تابع حد که ͬ گوئیم م و

اندازه ی به (x, y) اینکه شرط به شوند ͷنزدی L به دلخواه اندازه ی هر به f(x, y) تابع مقادیر هرگاه

ͷنزدی L به ϵ اندازه ی به f(x, y) که بخواهم من اگر ترتیب بدین شود. ͷنزدی (a, b) به کافͬ

شود δ از کمتر (a, b) از (x, y) فاصله ی هرگاه که کنید پیدا مناسب δ ͷی بتوانید باید شما شود،

صورت به منطقͬ زبان به ͬ توان م را گفته این بͽیرد. قرار L از ϵ از کمتر فاصله ی در f(x, y) آنگاه

نوشت: زیر

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L ⇐⇒

دلخواه اندازه ی هر
∀ϵ > ٠

کافͬ اندازه ی ͷی دارد وجود
∃δϵ > ٠ (∥(x, y)− (a, b)∥ < δϵ → |f(x, y)− L| < ϵ)

نوشته ایم: فاصله ها تعریف به توجه با را بالا عبارت زیر در

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ (
√

(x− a)٢ + (y − b)٢ < δϵ → L− ϵ < f(x, y) < L+ ϵ)
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