
دوازدهم جلسه ی ١

کنید. حساب را زیر منحنͬ طول .١ مثال

r(t) = (t, ٣ cos t, ٣ sin t) − ۵ ⩽ t ⩽ ۵

با است برابر b تا a زمان از منحنͬ طول پاسخ.

s(t) =

∫ b

a

∥r′(t)∥dt

داریم: پس

r′(t) = (٣−,١ sin t, ٣ cos t)

∥r′(t)∥ =
√

١ + ٩ sin٢ t+ ٩ cos٢ t =
√

١٠

s(t) =

∫ ۵

−۵

√
١٠dt =

√
١٠t|۵−۵ = ١٠

√
١٠

بیابید. را z +
√

٣x = ٠ صفحه ی و ۴x٢ + y٢ = ۴ استوانه ی تقاطع محل منحن̞ͬ طول .٢ مثال

پاسخ.

۴x٢ + y٢ = ۴ ⇒ x٢ +
y٢

۴
= ١

ͬ دهد: م دست به را بیضوی استوانه ی ͷی فوق، معادله ی پس

z +
√

٣x = ٠ ⇒ z = −
√

٣x

است. صفحه ͷی معادله ی فوق، معادله ی

١



زیر صورت به ͬ توان م را x, y است، بیضͬ ͷی xy صفحه ی روی روی استوانه تصویر که آنجا از

کرد. پارامتربندی

x = cos θ y = ٢ sin θ ⇒ x٢ + y٢ = cos٢ θ +
۴ sin٢ θ

۴
= ١

صفحه ی روی نظر مورد منحنͬ که ͬ کنیم م استفاده فرض این از z برای مناسب پارامتربندی یافتن برای

است: واقع z = −
√

٣x

z = −
√

٣x ⇒ z = −
√

٣ cos θ

r(θ) = (cos θ, ٢ sin θ,
√

٣ cos θ)

r′(θ) = (− sin θ, ٢ cos θ,−
√

٣ sin θ)

∥r′(θ)∥ =
√
sin٢ θ + ۴ cos٢ θ + ٣ sin٢ θ =

√
۴ = ٢

s =

∫ ٢π

٠
٢dθ = ۴π

٢



کنید. بندی پارامتر (١, ٠) نقطه ی از شروع با طول حسب بر را زیر منحنͬ .٣ مثال

r(t) = (
٢

t٢ + ١
− ١)i+ (

٢t
t٢ + ١

)j

پاسخ.

s(t) =

∫ t

a

∥r′(u)∥du

t = ٠ → r(٠) = (١, ٠) ⇒ a = ٠

r′(t) = (
−۴t

(t٢ + ٢(١ )i+ (
٢t٢ + ٢ − ۴t٢

(t٢ + ٢(١ )j = (
−۴t

(t٢ + ٢(١ )i+ (
−٢t٢ + ٢
(t٢ + ٢(١ )j

∥r′(t)∥ =

√
١۶t٢

(t٢ + ١)۴ +
۴t۴ + ۴ − ٨t٢

(t٢ + ١)۴ =

√
۴t۴ + ٨t٢ + ۴
(t٢ + ١)۴ =

√
(٢t٢ + ٢(٢

(t٢ + ١)۴ =
٢t٢ + ٢
(t٢ + ٢(١ =

٢
t٢ + ١

s(t) =

∫ t

٠

٢
u٢ + ١

du = ٢
∫ t

٠

١
u٢ + ١

du = ٢ arctanu|t٠ = ٢ arctan t

arctan t =
s(t)

٢
⇒ t = tan

s(t)

٢

r(s) = (
٢

tan٢ s(t)
٢ + ١

)i+ (
٢ tan s(t)

٢

tan٢ s(t)
٢ + ١

)j

r(s) = (٢ cos٢(
s

٢
− ١)i+ ٢(

sin s
٢

cos s
٢
)(cos٢ s

٢
)j = (cos s)i+ (sin s)j

متغیره دو توابع

ͷی که تابعͬ یعنͬ . R به D ⊆ R٢ مثل مجموعه ͷی از است تابعͬ متغیره دو تابع ͷی از منظور

ͬ دهد. م دست به عدد ͷی و ͬ گیرد م را (a, b) مرتبِ جفت

f :
⊆R٢

D → R

f : R٢ →⊆ R

z = f(x, y)

٣



کنید. رسم را زیر متغیره ی دو توابع دامنه ی .۴ مثال

(آ)

f(x, y) =

√
x+ y + ١
x− ١

باشیم: داشته باید پاسخ.

x+ y + ١ ⩾ ٠

و

x ̸= ١

از است عبارت تابع دامنه ی بنابراین

{(x, y)|x+ y + ١ ⩾ xو٠ ̸= ١}

است: زیر صورت به تابع شͺل

۴



(ب)

f(x, y) = x ln(y٢ − x)

از است عبارت فوق تابع تعریف دامنه ی پس است. شده تعریف t > ٠ برای تنها ln t پاسخ.

{(x, y) ∈ R٢|y٢ − x > ٠} = {(x, y) ∈ R٢|y٢ > x}

است: زیر صورت به فوق تابع شͺل

۵



(ج)

g(x, y) =
√

٩ − x٢ − y٢

است. زیر صورت به فوق تابع دامنه ی پاسخ.

D = {(x, y) ∈ R|٩ − x٢ − y٢ ⩾ ٠} = D = {(x, y) ∈ R|x٢ + y٢ ⩽ ٩}

است: زیر صورت به فوق تابع شͺل

۶



ͬ خوانیم: م f تابع گراف را زیر مجموعه ی باشد، متغیره دو تابع ͷی f(x, y) اگر .۵ تعریف

Γ(f) := {(x, y, z) ∈ R٣|z = f(x, y)}

با است برابر f(x) = x٢ گراف .۶ مثال

{(x, x٢)|x ∈ R}

کنید. رسم را زیر توابع گراف .٧ مثال

(آ)

f(x, y) = ۶ − ٣x− ٢y

پاسخ.

Γ(f) = {(x, y, z)|z = ۶ − ٣x− ٢y}

٣x+ ٢y + z = ۶

هستیم: آن روی نقطه سه دانستن نیازمند صفحه ͷی رسم برای

P (٠, ٠, ۶) Q(٢, ٠, ٠) R(٠, ٣, ٠)

٧



(ب)

f(x, y) =
√

٩ − x٢ − y٢

پاسخ.

Γ(f) = {(x, y, z)|z =
√

٩ − x٢ − y٢}

داریم همواره که کنید توجه

z ⩾ ٠.

ͬ رسانیم: م دو توان به را فوق معادله ی طرف دو

z٢ = ٩ − x٢ − y٢ ⇒ x٢ + y٢ + z٢ = ٩

ͬ دهد: م دست به را زیر شͺل ما نظر مورد معادله ی z ⩾ ٠ که این به توجه با حال

٨



نمونه برای را متغیره دو تابع چند زیر در نیست. آسانͬ کار کلͬ حالت در متغیره دو توابع رسم

کرده ایم: رسم زیر تارنمای از استفاده با

http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/

(ج)

f(x, y) = sin x+ sin y

(د)

f(x, y) =
sinx sin y

xy

٩

http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/


(ھ)

f(x, y) = (x٢ + ٣y٢)e−x٢−y٢

١٠



١١
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