
نهم جلسه ی ١

کنید. بررس را زیر سری واگرایی یا رایی هم .١ مثال
∞∑
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پاسخ.
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داریم:
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١
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n
√
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و
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که کرده ایم ثابت قبلا همچنین

lim
n→∞

(١ +
١
n
)n

و پس است. بزرگتر صفر از و است موجود

lim
n→∞

(١ +
١
n٢ )

n٢

است. موجود

limn→∞
n

√
(١ + ١

n٢ )n
٢ = ١ پس n

√
an 7→ ١ آنگاه an 7→ a ̸= ٠ اگر که داده ایم نشان طرف از

نتیجه در

lim
n→∞

an = ١

باشد. را هم نم تواند بالا سری پس

که کرد خواهیم ثابت درس این ادامه ی در .٢ توجه

lim(١ +
١
n
)n = ١ + ١ +

١
٢!

+
١
٣!

+
١
۴!

+ . . .

م دهیم. نشان e با را بالا حد حاصل که

١



یرید. ب نظر در را زیر سری
∞∑
n=٠

an

n!

راست. هم a مقدارِ هر ازاء به فوق سری که کردیم ثابت گذشته جلسات در

١ + a+
a٢

٢!
+

a٣

٣!
+

a۴

۴!
+ . . .

گرفت: نظر در را زیر تابع م توان پس م شود. متناه مقدار ی فوق عبارت a مقدارِ هر برای یعن

exp : R → R

x 7→ ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

داریم

exp(٠) = ١

exp(١) = ١ + ١ +
١
٢!

+
١
٣!

+
١
۴!

+ . . . =
∞∑
n=٠

١
n!

است: زیر صورت به اعشار اول رقم چند تا عدد این م دهیم. نشان e با را exp(١) حاصل

e ∼= ٢٫ ٧١٨٢.

نیست موجود گویا اعداد در ضرایبِِ با جمله ای ای چند هیچ یعن است. جبری غیر عدد ی e عدد

نیست. ن مم هنوز م گیریم درس این در که اطلاعات با گفته این اثبات شود. e آن ریشه ی که

این به اه هیچ ، اصل اعمال از استفاده بار متناه با یعن است. جبری غیر تابع ی نیز exp تابع

نم رسیم. تابع

م دهیم. نشان ex با را exp(x) تابع ، راحت برای .٣ توجه

همچنین م دانیم. را ٢٣ چون عبارت معن و شده ایم آشنا «توان» با مقدمات ریاضیات در .۴ توجه

تعمیم حقیق رِ دی اعداد به را توان م توان ونه چ اما است. فهم قابل ما برای نیز ٢ ٢
٣ چون عبارت

از استفاده با که دید خواهیم درس ادامه ی در کرد. تعریف را ٢
√

٢ یا ٢π م توان ونه چ مثلا داد.

برآمد. کار این پس از م توان ex تابع

٢



است. شده گرفته توان معنای به exponential از exp کلمه ی .۵ توجه

.۶ قضیه

ea+b = ea × eb

ر دی بیان به

exp(a+ b) = exp(a)× exp(b)

کنیم: محاسبه را بالا عبارات بیائید

ea = ١ + a+
a٢

٢!
+

a٣

٣!
+

a۴

۴!
+ . . .

eb = ١ + b+
b٢

٢!
+

b٣

٣!
+

b۴

۴!
+ . . .

e(a+b) = ١ + (a+ b) +
(a+ b)٢

٢!
+

(a+ b)٣

٣!
+

(a+ b)۴

۴!
+ . . .

کنیم. ضرب هم در را نامتناه سریِ دو باید ea+b محاسبه ی برای م کنید مشاهده که طور همان

زیر: صورت به ضربی برای

(a١ + a٢ + a٣ + . . .)(b١ + b٢ + . . .)

در را a٢ (!) شد تمام کار این وقت هر و کنیم ضرب ها bi تمام در را a١ نخست که است نیاز

اگر برسیم. دوم ضرب به ما تا یابد ادامه بی پایان وریتم ال ی باید یعن کنیم. ضرب آنها تمام

هم کار این درست روش خوشبختانه است. ن مم غیر کار این کنیم، تجسم رایانه ی را خود ذهن

است: موجود

سری دو کش حاصلضرب ١ . ١

دو این کش حاصلضرب را زیر عبارت باشند. عددی سریِ دو
∑∞

n=٠ bn و
∑∞

n=٠ an کنید فرض

م نامیم. سری
∞∑
n=٠

cn

٣



آن در که

cn =
∞∑

n=i+j

aibj =
n∑

k=٠

akbn−k

داریم پس

c٠ = a٠

c١ = a٠b١ + a١b٠

c٢ = a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠

c٣ = a٠b٣ + a١b٢ + a٢b١ + a٣b٠

cn = a٠bn + a١bn−١ + . . .+ anb٠
∞∑
n=٠

cn = a٠b٠+(a٠b١+a١b٠)+(a٠b٢+a١b١+a٢b٠)+(a٠b٣+a١b٢+a٢b١+a٣b٠)+. . .

نیازمندیم. عملیات متناه تعدادی به تنها cn هر محاسبه ی برای م کنید مشاهده بالا در که طور همان

دو حاصلضرب با برابر بالا سری آیا م گوئیم. نظر مورد سری دو ١ کش حاصلضرب بالا، سری به

ماست؟ نظر مورد سری

رای هم ایندو از ی حداقل و
∑∞

n=٠ bn 7→ B و
∑∞

n=٠ an 7→ A کنید فرض (مرتن). ٧ قضیه

و راست هم نیز کردیم) تعریف بالا در که گونه ای (به
∑∞

n=٠ cn آنگاه باشد، مطلق

∞∑
n=٠

cn 7→ AB

ر دی عبارت به
∞∑
n=٠

cn = (
∞∑
n=٠

an)× (
∞∑
n=٠

bn).

مثال برای است. لازم سری دو از ی مطلق رایی هم شرط .٨ توجه

an = bn =
(−١)n√
n+ ١

١Cauchy

۴



cn =
n∑

k=٠
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١
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١
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)︸ ︷︷ ︸
بار n+١

= (−١)n × n+ ١
n+ ١

= (−١)n × ١

نیست. را هم
∑

cn سری که م بینیم

یرید. ب نظر در را زیر سریهای حال

ea =
∞∑
n=٠

an

n!

eb =
∞∑
n=٠

bn

n!

م گیریم. نظر در را آنها کش حاصلضرب پس هستند. مطلق رای هم سری ها این دوی هر

∞∑
n=٠

cn

cn =
n∑

k=٠

ak

k!
× b(n−k)

(n− k)!
=

n∑
k=٠

akb(n−k)

k!(n− k)!

داریم: اینکه به توجه با
١

k!(n− k)!
=

(
n
k

)
n!

پس
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١
n!

n∑
k=٠

(
n

k

)
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١
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پس

ea × eb =
∑ (a+ b)n

n!
= ea+b.

۵



نمایی تابع ویژگ چند ١ . ٢

.١

e٠ = ١

.٢

ea+b = ea × eb

.٣

ex × e−x = e٠ = ١ ⇒ e−x =
١
ex

.۴

∀x > ٠ ex > ١

اثبات.

ex = ١ + x+
x٢

٢!
+

x٣

٣!
+ . . .

∀x > ٠ ex > ١ + x

.۵

∀x < ٠ ٠ < ex < ١

اثبات.

x < ٠ ⇒ −x > ٠ ⇒ e−x > ١ ⇒ ex < ١

ex × e−x = ١ ⇒ ex > ٠

است: صعودی اکیداً ex تابع .۶

x < y → ex < ey

۶



اثبات.

x < y → y − x > ٠ ⇒ ey−x > ١ ⇒ ey

ex
> ١ ⇒ ey > ex

.٧

∀n ∈ N enx = (ex)n

اثبات.

(ex)n = ex × ex × ex × . . .× ex︸ ︷︷ ︸
nبار

= enx

.٨

∀m ∈ N (e
١
m
x)m = ex

پس

(e
١
m
x) = (ex)

١
m

.٩

∀r ∈ Q+ erx = (ex)r

e
m
n
x = (e

١
n
x)m

∀r ∈ Q rrx = (ex)r

پیوستگ و حد مفاهیم نیازمند نمودار، این بیشتر تحلیل برای کشیده ایم. را exp تابع نمودار زیر در

٧



هستیم.

دو با آشنائ .maple,matlab جست: بهره زیر نرم افزارهای از م توان نمودار رسم برای .٩ توجه

رسم را بعدی دو توابع م توانید زیر پیوند در م کنم. توصیه شما به جدی طور به را یادشده نرم افزار

کنید:

http://fooplot.com

کنید: رسم را بعدی سه توابع زیر پیوند در

http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/

توابع) پیوستگ و (حد یادآوری ١ . ٣

باشد. شده تعریف a نقطه ی از محذوف همسای ی در f تابع کنید فرض

هرگاه خوانیم م a نقطه ی از محذوف همسای ی را U مجموعه ی . محذوف همسای

∃δ U = {x : ٠ < |x− a| < δ}

که کنید −|xتوجه a| < δ ⇒ −δ < x− a < δ ⇒ a− δ < x < a+ δ

|x− a| > ٠ ⇒ x ̸= a

٨

http://fooplot.com
http://web.monroecc.edu/manila/webfiles/pseeburger/CalcPlot3D/


م نویسیم و L با است برابر م کند میل a سمتِ به x وقت f تابع حدِّ م گوییم

lim
x→a

f(x) = L

نزدی a به کاف اندازه ی به x اینکه شرط به شوند نزدی L به دلخواه اندازه ی به f مقادیر هرگاه

برم گردانیم: ریاض زبان به را گفته این باشد. شده

lim
x→a

f(x) = L ⇐⇒

∀ϵ > ٠ ∃δϵ > ٠ ∀x (٠ < |x− a| < δ → |f(x)− L| < ϵ).

٩
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