
هشتم نیم جلسه ی ١

که دیدیم ریشه آزمون در درس . مرور

lim
n→∞

n
√
an =


L < ١ ⇒ همͽراست

∑∞
n=٠ an

L = ١ ⇒ ͬ کند. نم کار آزمون این

L > ١ ⇒ واگراست
∑∞

n=٠ an

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١ مثال

∞∑
n=١

sin(n٣)

n٢

که ͬ دانیم م پاسخ.

−١ ⩽ sin(n٣) ⩽ ١

پس

− ١
n٢ ⩽ sin(n٣)

n٢ ⩽ ١
n٢

آزمون از استفاده با ͬ توانیم نم بنابراین ͬ کند. م کار مثبت جملات برای تنها مقایسه آزمون .٢ نکته

همͽراست. نظر مورد سری که بͽیریم نتیجه جا این در مقایسه،

کنیم. ترمیم زیر صورت به را بالا حل راه بیائید

−| sin(n٣)| ⩽ sin(n٣) ⩽ | sin(n٣)|

٠ ⩽ sin(n٣) + | sin(n٣)| ⩽ ٢| sin(n٣)|

بنابراین

٠ ⩽ sin(n٣) + | sin(n٣)|
n٢ ⩽ ٢| sin(n٣)|

n٢

.(
∑∞

n=٠
١
n٢ با همͽراست(مقایسه ٢

∑∞
n=٠

| sin(n٣)|
n٢ ͬ دانیم م

همͽراست. نیز
∑∞

n=١
sin(n٣)

n٢ نتیجه در همͽراست. نیز sin(n٣)
n٢ +

| sin(n٣)|
n٢︸ ︷︷ ︸

همͽرا

مقایسه آزمون به بنا پس

١



داد: تعمیم زیر صورت به ͬ توان م را بالا حل راه

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد همͽرا
∑∞

n=٠ |an| اگر .٣ توجه

اثبات.

−|an| ⩽ an ⩽ |an|

٠ ⩽ an + |an| ⩽ ٢|an|

پس همͽراست
∑∞

n=٠ ٢|an|
∞∑
n=٠

an + |an|

همͽراست.
∑∞

n=٠(an + |an| − |an|) نتیجه در همͽراست. مقایسه آزمون به بنا نیز

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=(١−)٠n سری واگرایی یا همͽرایی .۴ مثال

پاسخ.

S٠ = (−١)٠ = ١

S١ = (−١)٠ + (−١)١ = ٠

S٢ = (−١)٠ + (−١)١ + (−١)٢ = ١

S٣ = (−١)٠ + (−١)١ + (−١)٢ + (−١)٣ = ٠

S٢n = ١

S٢n+١ = ٠

نظر مورد سری آن تبع به و دنباله، این پس یͺند. و صفر میان در ͷی {Sn} دنباله ی جملات یعنͬ

نیست. همͽرا ما

ارائه منفͬ و مثبت جملات دارای سریهای همͽرائͬ برای شرطͬ لایبنیتز، از زیر قضیه ی در

کرده ایم.

آنگاه limn→∞ an = ٠ و باشد نامنفͬ اعداد از نزولͬ دنباله ای {an}∞n=٠ کنیم فرض .۵ قضیه

همͽراست.
∑∞

n=(١−)٠nan سری

٢



اثبات.

S٠ = (−١)٠a٠ = a٠

S١ = (−١)٠a٠ + (−١)١a١ = a٠ − a١ ⇒ S١ < S٠

S٢ = a٠ − a١ + a٢ = a٠ + (a٢ − a١)︸ ︷︷ ︸
ͬ شود م منفͬ است نزولͬ چون

⇒

S٢ > S١

S٢ < S٠

⇒ S١ ⩽ S٢ ⩽ S٠

S٣ = a٠−a١+a٢−a٣ = (a٠−a١)+(a٢−a٣) ⇒

S٣ > S١

S٣ < S٢

⇒ S١ ⩽ S٣ ⩽ S٢ ⩽ S٠

...

S١ ⩽ S٣ ⩽ S٢ ⩽ S٠

S١ ⩽ S٣ ⩽ S۴ ⩽ S٢ ⩽ S٠

S١ ⩽ S٣ ⩽ S۵ ⩽ S۴ ⩽ S٢ ⩽ S٠

پایین از و نزولͬ (S٢n) دنباله ی همͽراست. پس است. کراندار بالا از و صعودی (S٢n+١) دنباله ی

که کنید توجه همچنین همͽراست. نیز S٢n پس است. کراندار

lim
n→∞

S٢n+١ = lim
n→∞

S٢n

زیرا:

lim
n→∞

S٢n+١ − lim
n→∞

S٢n = lim
n→∞

−a٢n+١ = ٠

داریم: را زیر مشاهدات کنون تا پس

.۶ مشاهدات

هستند. همͽرا دو هر S٢n و S٢n+١ دنباله های .١

.limn→∞ S٢n+١ = limn→∞ S٢n .٢

همͽراست. Sn که ͬ دهند م نشان زیر لم ͷکم با بالا مشاهدات

٣



باشد. اعداد از دنباله ͷی {an} که کنید فرض .٧ لم

a٠ a١ a٢ a٣ . . .

limn→∞ a٢n+١ = limn→∞ a٢n = L و هستند همͽرا a٢n+١ و a٢n دنباله ی دو هر کنید فرض

است. L به همͽرا نیز an آنگاه

کنید فرض اثبات.

lim
n→∞

a٢n+١ = L

lim
n→∞

a٢n = L

که دهیم نشان باید .limn→∞ an = L کنیم ثابت ͬ خواهیم م

∀ϵ ∃Nϵ ∈ N ∀n > N |an − L| < ϵ

دهید قرار باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

(bn) = (a٢n) cn = (a٢n+١)

داریم n > N هر برای که است موجود چنان N ∈ N عدد bn دنباله ی همͽرائ̞ͬ بر بنا

|bn − L| < ϵ

داریم n > N هر برای یعنͬ

|a٢n − L| < ϵ.

که طوری به است موجود N١ عددِ که ͬ گیریم م نتیجه cn دنباله ی همͽرائ̞ͬ از مشابه طور به

∀n > N١ |a٢n+١ − L| < ϵ.

دهید قرار

N٢ = max{N,N١}

آنگاه n > N٢ اگر گفته ایم، بالا در آنچه بر بنا

|a٢n+١ − L| < ϵ, |a٢n − L| < ϵ

۴



داریم n > ٢N٢ هر برای یعنͬ

|an − L| < ϵ.

همͽراست.
∑∞

n=(١−)٠n ١
n

سری که دهید نشان .٨ مثال

است. نزولͬ ١
n

دنباله ی و limn→∞
١
n
= ٠ طرفͬ از واگراست.

∑∞
n=٠

١
n

سری که ͬ دانیم م پاسخ.

همͽراست. سری این لایبنیتز، قضیه ی به بنا پس

که طوری به باشد دنباله ای an کنید فرض .٩ تمرین

∀n an < p

آنگاه

lim
n→∞

an ⩽ p

کنید) استفاده لایبنیتز آزمون از (راهنمایی: همͽراست.
∑∞

n=٠
(−١)n√
n+١ که کنید ثابت .١٠ مثال

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١١ مثال

∞∑
n=٠

(
n
√

٢ − ١)n

ریشه: آزمون پاسخ.

an = (
n
√

٢ − ١)n

n
√
an =

n
√

٢︸︷︷︸
limn→∞

n√١=٢

−١

پس

lim
n→∞

n
√
an = ٠

همͽراست. فوق سری ریشه، آزمون این به بنا

۵



و باشد نزولͬ و باشد نامنفͬ جملات با دنباله ای an اگر که کردیم ثابت جلسه این در

همͽراست.
∑

(−١)nan سری آنگاه limn→∞ an = ٠

۶


	نیم‌جلسه‌ی هشتم

