
هفتم جلسه ی ١

باشیم داشته an, bn نامنف̞ͬ جملاتِ با دنباله ی دو برای که صورتͬ در که گفتیم درس . مرور

lim
n→∞

an
bn

= L > ٠

باشیم داشته که صورتͬ در باشد. همͽرا
∑∞

n=٠ an اگروتنهااگر همͽراست
∑∞

n=٠ bn آنگاه

lim
n→∞

an
bn

= ∞

واگراست. نیز
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد واگرا
∑∞

n=٠ bn اگر گاه آن

کنیم فرض اگر زیرا واگراست؛
∑∞

n=٠ an سری آنگاه an = n
۴√٣n+n۵ اگر که کردیم ثابت همچنین

آنگاه واگراست،
∑∞

n=٠ bn سری که bn = ١
n

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n
۴
√

٣n+ n۵
× ١

n
= ∞

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١ مثال

∞∑
n=٠

٢n − n

٣n + n

داریم .bn = ٢n

٣n و an = ٢n−n
٣n+n

بͽیرید پاسخ.

an
bn

=
٢n − n

٣n + n
× ٣n

٢n
=

١ − n
٢n

١ + n
٣n

که آنجا از

lim
n→∞

١ − n
٢n

١ + n
٣n

= ١

همͽراست.
∑∞

n=٠ an سری مقایسه، آزمون به بنا همͽراست،
∑∞

n=٠ bn سری و

دوم: حل راه

که آنجا از .bn = ٢n

٣n+n
دهید قرار

bn =
٢n

٣n + n
⩽ ٢n

٣n

١



نیز همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ bn سری همͽراست،
∑∞

n=٠
٢n

٣n سری و

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

٢n − n

٣n + n
× ٣n + n

٢n
= ١

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠ an نتیجه در

سوم: حل راه

٢n − n

٣n + n
⩽ ٢n

٣n

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
٢n−n
٣n+n

مقایسه  آزمون به بنا پس همͽراست،
∑∞

n=٠
٢n

٣n چون

همͽراست.
∑∞

n=٠
an

٣n+١ سری که دهید نشان limn→∞ an = a ̸= ٠ کنید فرض .٢ مثال

زیرا همͽراست،
∑∞

n=٠
١

٣n+١ اولا˟ ،bn = ١
٣n+١ اگر پاسخ.

∞∑
n=٠

١
٣n + ١

≤
∞∑
n=٠

١
٣n

داریم همچنین همͽراست.
∑∞

n=٠
١

٣n و

lim
n→∞

an
���٣n+١

١
���٣n+١

= lim
n→∞

an = a

همͽراست. حدی) مقایسه ی آزمون به (بنا نظر مورد سری کل پس

کنید. بررسͬ را
∑∞

n=٠
١

n n
√
n

سری واگرایی یا همͽرایی .٣ مثال

واگراست.
∑∞

n=٠ bn که کنید توجه و bn = ١
n

دهید قرار پاسخ.

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

١
n n
√
n
× n = lim

n→∞

١
n
√
n
= ١

واگراست. نیز
∑∞

n=٠ an حدی مقایسه ی آزمون به بنا نتیجه در

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .۴ مثال

∞∑
n=٠

an + bn

cn − bn
, ٠ < a < b < c

٢



٠ < b
c
< ١ زیرا همͽراست

∑∞
n=٠(

b
c
)n سری .dn = ( b

c
)n دهید قرار پاسخ.

داریم: en = an+bn

cn−bn
اگر

en
dn

=
an + bn

cn − bn
× cn

bn
=

(ac)n + (bc)n

(bc)n − (b٢)n

داریم: نتیجه در ͬ کنیم. م تقسیم (bc)n بر را کسر مخرج و صورت

lim
n→∞

(ac
bc
)n + ١

١ − ( b
٢

bc
)n

= ١

اگر مثال این در که کنید توجه همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
an+bn

cn−bn
حدی مقایسه ی آزمون به بنا و

است. اضافه a < b شرط پس ͬ رسیدیم. م نتیجه همین به مشابه راه با ،٠ < b < a < c

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .۵ مثال

∞∑
n=٠

n+ n
۴
٣

٢ + n
۵
٣

آنگاه an = n+n
۴
٣

٢+n
۵
٣

اگر پس واگراست.
∑∞

n=٠
١
n

سری که ͬ دانیم م پاسخ.

lim
n→∞

an
١
n

= lim
n→∞

n× an = lim
n→∞

n٢ + n
٧
٣

٢ + n
۵
٣

⩾ lim
n→∞

n٢

n
۵
٣
= ∞

واگراست.
∑∞

n=٠ an پس

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
an

١+an
که دهید نشان باشد. همͽرا

∑∞
n=٠ an کنید فرض .۶ مثال

داریم: همͽراست،
∑∞

n=٠ an که آنجا از پاسخ.

lim
n→∞

an = ٠

داریم: حدی مقایسه ی آزمون به توجه با

lim
n→∞

an
١+an

an
= lim

n→∞

an
١ + an

× ١
an

= ١

همͽراست. نیز
∑∞

n=٠
an

١+an
سری همͽراست،

∑∞
n=٠ an که آنجا از

٣



نسبت آزمون ١ . ١

دهید قرار باشد. صفر) مخالف (و مثبت حقیق̞ͬ اعداد از دنباله ای {an}∞n=٠ کنید فرض .٧ لم

آنگاه limn→∞
an+١
an

= L

واگراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه L > ١ اگر .١

همͽراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه ٠ ⩽ L < ١ اگر .٢

اثبات.

lim
n→∞

an+١

an
= L

پس

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∀n > Nϵ |an+١

an
− L| < ϵ

یعنͬ

∀n > Nϵ L− ϵ <
an+١

an
< L+ ϵ

داریم: نتیجه در

an+١ < an (L+ ϵ)︸ ︷︷ ︸
r

.r < ١ باشیم داشته که کنیم انتخاب گونه ای به را ϵ ͬ توانیم م پس L < ١ که کنید دقت

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را نظر مورد دنباله ی

a٠ a١ . . . aNϵ aNϵ+١ aNϵ+٢ aNϵ+٣ . . .

داریم

aNϵ+١ ⩽ aNϵ × r

aNϵ+٢ ⩽ aNϵ × r٢

aNϵ+٣ ⩽ aNϵ × r٣

...

۴



پس

∞∑
n=Nϵ

an ⩽ aNϵ+aNϵ×r+aNϵ×r٢+. . . = aNϵ(١+r+r٢+. . .) = aNϵ(
١

١ − r
)

داریم: پس
∞∑
n=٠

an =
Nϵ−١∑
n=٠

an︸ ︷︷ ︸
متناهͬ

+
∞∑

n=Nϵ

an︸ ︷︷ ︸
همͽرا

همͽراست.
∑∞

n=٠ an نتیجه در

که کنید بررسͬ ͬ آید: نم کار به واگرایی یا همͽرایی اثبات برای آزمون این آنگاه L = ١ اگر .٣

قرار L = ١ حالت در بالا آزمون در واگراست) دیͽری و همͽرا ͬͺی (که زیر سریهای دو هر

ͬ گیرند. م
∞∑
n=٠

١
n٢︸ ︷︷ ︸

همͽرا

,
∞∑
n=٠

١
n︸ ︷︷ ︸

واگرا

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٨ مثال

∞∑
n=٠

١
n!

پاسخ.

an =
١
n!

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

n!

(n+ ١)!
= lim

n→∞

n!

(n+ ١)n!
= lim

n→∞

١
n+ ١

= ٠

همͽراست. بالا سری پس

که دید خواهیم بعداً

١ + ١ +
١
٢!

+
١
٣!

+
١
٢!

+ . . . =
∞∑
n=٠

١
n!

= e

۵



و

ea =
∞∑
n=٠

an

n!

حدی: مقایسه ی آزمون با سوال همان حل

داریم:
∑∞

n=٠
١
n٢ و

∑∞
n=٠

١
n!

مقایسه  با

lim
n→∞

١
n!
١
n٢

= lim
n→∞

n٢

n!
= ٠

همͽراست. نیز نظر مورد سری همͽراست،
∑ ١

n٢ که آنجا از

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .٩ مثال
∞∑
n=٠

٣n

n!

گفتیم بالا کادر در آنچه به بنا که کنید توجه پاسخ.
∞∑
n=٠

٣n

n!
= e٣

نسبت: آزمون با حل راه

an =
٣n

n!

an+١

an
=

٣n+١

(n+١)!
٣n

n!

=
٣

n+ ١

که آنجا از پس

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

٣
n+ ١

= ٠

همͽراست.
∑∞

n=٠
٣n

n!
سری

حدی: مقایسه ی آزمون با حل

bn =
١
٣n

lim
n→∞

an
bn

=
٣n

n!
١

٣n

= lim
n→∞

٩n

n!
= ٠

همͽراست. نیز ما نظر مورد سری
∑ ١

٣n سری همͽرائ̞ͬ به بنا

۶



کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١٠ مثال

∞∑
n=٠

n٣

٢n

مقایسه: آزمون پاسخ.

کنید: مقایسه
∑∞

n=٠
١
n٣ با

n٣

٢n
× n٣ =

n۶

٢n
→ ٠

نامساوی از و ٢ > ١ که این از limn۶/٢n = ٠ که این اثبات برای همͽراست. نظر مورد سری پس

.a > ١ هر برای limn۶/an = ٠ که داد نشان ͬ توان م واقع در کنید. استفاده برنولͬ

نسبت: آزمون

lim
n→∞

an+١

an
= lim

n→∞

(n+١)٣

٢n+١

n٣

٢n

= lim
n→∞

��٢n(n+ ٣(١

n٣���٢n+١︸︷︷︸
٢

= lim
n→∞

١
٢
×n٣ + ٣n٢ + ٣n+ ١

n٣ =
١
٢

ریشه آزمون ١ . ٢

و باشد نامنفͬ اعداد از دنباله ای {an} کنید فرض

lim
n→∞

n
√
an = L

همͽراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه ٠ ⩽ L < ١ اگر .١

اثبات.

lim
n→∞

n
√
an = L

پس

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ | n
√
an − L| < ϵ

نتیجه در

∀n > Nϵ L− ϵ < n
√
an < ϵ+ L

٧



پس

∀n > Nϵ an < (L+ ϵ)n

پس ٠ < L+ ϵ︸ ︷︷ ︸
r

< ١ که کنید انتخاب طوری را ϵ

∞∑
n=Nϵ

an = aNϵ + aNϵ+١ + . . . ⩽ aNϵ + rNϵ+١ + rNϵ+٢ + . . .

.١١ توجه

rNϵ+١ + rNϵ+٢ + . . . = rNϵ(١ + r + r٢ + . . .) =
rNϵ

١ − r

پس
∞∑

n=Nϵ

an ⩽ aNϵ + rNϵ
∑

rn

∞∑
n=٠

an =
Nϵ−١∑
n=٠

an +
∞∑

n=Nϵ

an

همͽراست.
∑∞

n=٠ an نتیجه در

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١٢ مثال
∞∑
n=١

nan a > ٠

پاسخ.

an = nan ⇒ n
√
an = n

√
n× a

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n
√
n︸︷︷︸

limn→∞ n
√
n=١

×a = a

واگراست. فوق سری a ⩾ ١ اگر و همͽراست نظر مورد سری آنگاه ٠ < a < ١ اگر پس

مقایسه: آزمون با حل

همͽراست.
∑∞

n=٠
١
n٢ سری : ١

n٢ با مقایسه

nan × n٢ = n٣ × an

٨



نتیجه در b = ١
a
> ١ آنگاه ٠ < a < ١ اگر

lim
n→∞

n٣

bn
= ٠

همͽراست. نظر مورد سری پس

آزمونِ ریشه) (ادامه ی

واگراست.
∑∞

n=٠ an آنگاه L > ١ اگر .٢

نیست. کارگر آزمون این آنگاه L = ١ اگر .٣

آنگاه باشند، نامنفͬ دنباله های an, bn اگر مرور:

سری l > ١ اگر همͽراست.
∑

an آنگاه ٠ ≤ l < ١ و lim an+١/an = l اگر •

واگراست. یادشده

سری l > ١ اگر همͽراست.
∑

an سری آنگاه ٠ ≤ l < ١ و lim n
√
an = l اگر •

واگراست. یادشده

ͬ کند. نم واگرائͬ یا همͽرائͬ تشخیص به ͬͺکم l = ١ حالت بالا، آزمون دو هر در •

٩
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