
پنجم نیم جلسه ی ١

آنگاه باشد، را هم
∑∞

n=٠ an سری اگر .١ لم

lim
n→∞

an = ٠

lim an ̸= ٠ اگر بالا لم به بنا زیرا کرد؛ استفاده سریها برخ واگرائ اثبات برای م توان بالا لم از

واگراست.
∑

an سریِ آنگاه

.limn→∞(٣
٢)

n ̸= ٠ زیرا واگراست،
∑∞

n=٠(
٣
٢)

n سریِ .٢ مثال

داریم باشد. را هم
∑∞

n=٠ an سری کنید فرض لم. اثبات

Sn = a٠ + a١ + a٢ + . . .+ an

و

Sn−١ = a٠ + a١ + a٢ + . . .+ an−١

داریم: راست هم {Sn} دنباله ی که آنجا از

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Sn−١

نتیجه در

lim
n→∞

(Sn − Sn−١) = ٠

داریم an با است برابر سری دو تفاضل اینکه به توجه با

lim
n→∞

an = ٠

کردیم. استفاده نیز زیر کوچ لم از بالا اثبات خلال در

{bn}∞n=١ = {an−١}∞n=١ دنباله ی آنگاه باشد، را هم L به {an}∞n=٠ دنباله ی کنیم فرض .٣ لم

راست. هم L به نیز

١



اثبات.
n = ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵

an = a٠ a١ a٢ a٣ a۴ a۵

bn = a٠ a١ a٢ a٣ a۴

برای حال، این با هستند. را هم حد ی به دو هر bn و an دنباله های که است مشخص بالا ل ش از

Nϵ عدد an رائ هم به بنا باشد. شده داده ϵ > ٠ کنید فرض lim bn = L که این دقیق اثبات

که است موجود چنان

∀n > Nϵ |an − L| < ϵ

پس

∀n > Nϵ + ١ |an−١ − L| < ϵ

یعن

∀n > Nϵ + ١ |bn − L| < ϵ.

نیست. را هم
∑∞

n=٠ an آنگاه limn→∞ an ̸= ٠ اگر .۴ نتیجه

است: نقض مثال ١
n

دنباله ی نیست. برقرار ١ لم عکس .۵ مثال

lim
n→∞

١
n
= ٠

واگراست.
∑∞

n=١
١
n

که دیدیم قبل جلسه ی و

.a > ١ که کرده ایم فرض کنید. بررس را زیر سری واگرایی یا رایی هم .۶ مثال
∞∑
n=١

١
n
√

١ + an

که کرده ایم ثابت قبل جلسه های در پاسخ.

lim n
√

١ + an = a

پس
∞∑
n=١

١
n
√

١ + an
=

١
a
̸= ٠

است. واگرا نظر مورد سری نتیجه در

٢



آنگاه باشند، را هم B و A به ترتیب به
∑∞

n=٠ bn و
∑∞

n=٠ an سریهای اگر .٧ لم

∞∑
n=٠

(an + bn) =
∞∑
n=٠

an +
∞∑
n=٠

bn

و
∞∑
n=٠

λan = λ

∞∑
n=٠

an ∀λ ∈ R

راست؟ هم
∑∞

n=٠
٢n+٣+١n+١

۴n سری آیا .٨ مثال

پاسخ.
∞∑
n=٠

٢n+١ + ٣n+١

۴n
=

∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n × ٢ +

∞∑
n=٠

(
٣
۴
)n × ٣ =

٢
∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n + ٣

∞∑
n=٠

(
٣
۴
)n = ٢ × ١

١ − ٢
۴
+ ٣ × ١

١ − ٣
۴
= ۴ + ١٢ = ١۶

لم از که مجازیم موجودند
∑∞

n=٠(
٣
۴)

n × ٣ و
∑∞

n=٠(
٢
۴)

n × ٢ حدهای که آنجا از که کنید توجه

کنیم. استفاده بالا

کنید. بررس را
∑∞

n=٠
٢n+٣n

٢n+٣+١n+١ سری رایی هم یا واگرایی .٩ مثال

پاسخ.

lim
n→∞

٢n + ٣n

٢n+١ + ٣n+١ = lim
(٢

٣)
n + ١

(٢
٣)

n × ٢ + ٣
̸= ٠

کرده  ایم. تقسیم ٣n بر را مخرج و صورت بالا در که کنید توجه واگراست. نظر مورد سری بنابراین

مقایسه آزمون ١ . ١

که طوری به باشند دنباله دو {bn} و {an} کنید فرض .١٠ قضیه

∀n ∈ N ∪ {٠} ٠ ⩽ an ⩽ bn

راست. هم نیز
∑∞

n=٠ an آنگاه باشد را هم
∑∞

n=٠ bn اگر آنگاه

٣



راست. هم هم
∑∞

n=٠ an که کنیم ثابت م خواهیم باشد. را هم
∑∞

n=٠ bn م کنیم فرض اثبات.

{Sn} اولا راست. هم Sn دنباله ی که دهیم نشان باید Sn = a٠ + a١ + . . . + an کنیم فرض

م شوند. اضافه مثبت جملات بدان مرحله هر در زیرا است صعودی

Sn = a٠ + a١ + . . .+ an

Sn+١ = a٠ + a١ + . . .+ an + an+١

Sn+١ − Sn = an+١ ≥ ٠

دهید: قرار است. کراندار بالا از Sn که دهیم نشان است کاف Sn رائ هم اثبات برای

S ′
n = b٠ + b١ + . . .+ bn

Sn ⩽ S ′
n داریم: است. Sکراندار ′

n بنابراین راست. Sهم ′
n که م دانیم راست هم

∑
bn که آنجا از

است. کراندار نیز Sn پس

است. کراندار an آنگاه باشد، را هم an اگر .١١ لم

که است موجود چنان N١ که م دانیم ϵ = ١ برای اثبات.

∀n > N١ L− ١ < an < L+ ١

که کرد پیدا چنان M مثبت عدد ی م توان پس

∀n > N١ |an| < M.

فرض پس است. متناه زیرا است، کراندار نیز A = {a٠, . . . , aN١} مجموعه ی که م دانیم حال

که کنیم

∀x ∈ A |x| < M١

ماست. نظر مورد دنباله ی کرانِ max{M,M١} بنابراین

کنید. بررس را
∑∞

n=١
١
n٣ سری واگرایی یا رایی هم .١٢ مثال

۴



پاسخ.
∞∑
n=١

١
n٣ ≤

∞∑
n=١

١
n٢

راست. هم نیز
∑∞

n=١
١
n٣ سری نتیجه در راست. هم

∑∞
n=١

١
n٢ که گفتیم

است: زیر صورت به ١٠ قضیه ی نقیض عکس

که طوری به باشند دنباله دو {bn} و {an} .١٣ قضیه

∀n ∈ N ∪ {٠} ٠ ⩽ an ⩽ bn

واگراست. نیز
∑∞

n=٠ bn آنگاه باشد واگرا
∑∞

n=٠ an اگر آنگاه

an ⩽ bn ⇒ (
∞∑
n=٠

an 7→ ∞ ⇒
∞∑
n=٠

bn 7→ ∞)

کنید. بررس را
∑∞

n=١
١√
n

سری واگرایی یا رایی هم .١۴ مثال

واگراست. نیز
∑ ١√

n
پس واگراست

∑ ١
n

ثانیاً ١√
n
≥ ١

n
اولا پاسخ.

کنید. بررس را
∑∞

n=١
١

٣√n٢+٢n سری واگرایی یا رایی هم .١۵ مثال

پاسخ.

∞∑
n=١

١
٣
√
n٢ + ٢n

شود. کوچ کسر تا ایم کرده بزرگ را مخرج
⩾

∞∑
n=١

١
٣
√
n٢ + n٢

=
∞∑
n=١

١
٣
√

٢ × n
٢
٣
⩾ ١

n

واگراست. نیز نظر مورد سری واگراست، ١
n

که آنجا از

۵
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