
سریها چهارم، جلسه ی ١

مقدمه

عددِ که کرده ایم توجه نکته این به قبلا́

π = ٣٫١۴١۵٩٢ . . .

گویاست: اعدادِ از نامتناهͬ جمعͬ واقع در

π = ٣ +
١

١٠
+

۴
١٠٠

+
١

١٠٠٠
+ . . .

گویا، اعداد از متناهͬ تعداد هر حاصلجمع که ͬ دانیم م ͬ گوئیم. م عددی سری جمعهائͬ، چنین به

نامتناهͬ حاصلجمع ͬ رسد، م نظر به π عددِ برای بالا نمایش در که همانگونه اما ͬ شود؛ م گویا عددی

از صحبت وقتͬ حساب در که کرده ایم صحبت باره این در طرفͬ از نباشد. گویا شاید گویا، عدد

ͬ های متناه بوسیله ی نامتناهͬ به شدن ͷنزدی (یا است بزرگ ͬ های متناه منظور ͬ شود، م نامتناهͬ

ایده ای چنین از باید کنیم، پیدا ͬ ای معن نیز عدد نامتناهͬ حاصلجمع برای باشد قرار اگر بزرگ).

که کنیم ثابت باید است، π عددِ با برابر دقیقاً بالا، مجموع بͽوئیم که این برای مثلا́ کنیم. استفاده

تقریبهای به رسیدن برای و شویم ͷنزدی π به دلخواه اندازه ی هر به ͬ توانیم م بالا جمع از استفاده با

کنیم. جمع هم با را بیشتری و بیشتر اعداد باید π برای بهتر

شده اید: آشنا ها جمله ای چند با مقدماتͬ ریاضیات در دارند. نیز دیͽری ویژه ی اهمیت سریها

anx
n + an−١x

n−١ + . . .+ a٠

تنها ،sin مانند توابعͬ نمودار خلاف بر آنها، نمودار در و خوشرفتارند و پیوسته توابعͬ چندجمله ایها

آنها که را، توابع برخͬ که دید خواهیم درس این ادامه ی در ͬ شود. م دیده نزول و صعود متناهͬ تعداد

چندجمله ای ͷی ͬ توان م یعنͬ زد. تقریب چندجمله ای ها از استفاده با ͬ توان م ͬ خوانیم، م تحلیلͬ را

تا که این شرط به شود، نظر مورد تابع شبیه دلخواه اندازه ی هر به که کرد تصور بی نهایت درجه ی از

خواهیم صحبت مفصلا́ درس همین در بعداً باره این در شود. گرفته نظر در آن از مناسبی اُم̧ n توانِ

آورده ایم: را تیلور) (ی سریها این از نمونه  چند زیر در کرد.

١
١− x

= ١ + x+ x٢ + x٣ + ... =
∞∑
n=٠

xn |x| < ١

١



sinx =
∞∑
n=٠

(−١)n

(٢n+ ١)!
x٢n+١ = x− x٣

٣!
+

x۵

۵!
− x٧

٧!
+ ...

درس شروع

صورت به (صوری) حاصلجمع̧ باشد. حقیقͬ اعداد از دنباله ͷی {an}∞n=٠ کنید فرض .١ تعریف

a٠ + a١ + a٢ + ...

با را آن و ͬ نامیم م (عددی) سری ͷی را
∞∑
n=٠

an

ͬ دهیم. م نمایش

است. عددی سری ͷی زیر جمع آن گاه an = ١
n

اگر .٢ مثال
∞∑
n=١

an = ١ +
١
٢
+

١
٣
+

١
۴
+ ...

داریم. زیر صورت به سری ͷی an = n برای .٣ مثال
∞∑
n=٠

an = ١ + ٢ + ٣ + ۴ + ...+ n+ . . .

تعریف زیر صورت به را سریها حاصلجمع نیست، ممͺن عدد نامتناهͬ بستن جمع که آنجا از

به را ،Sn دنباله ی یعنͬ آن، جزئͬ حاصلجمع های دنباله ی باشد، سری ͷی
∑∞

n=٠ an اگر ͬ کنیم: م

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت

Sn = a٠ + a١ + a٢ + a٣ + ...+ an

S٠ = a٠

S١ = a٠ + a١

S٢ = a٠ + a١ + a٢

S٣ = a٠ + a١ + a٢ + a٣

...

٢



ͬ نویسیم م و ͬ خوانیم م a به همͽرا را
∑∞

n=٠ an سری باشد، همͽرا a به Sn دنباله ی اگر .۴ تعریف

∞∑
n=٠

an = a = lim
n→∞

Sn

ͬ خوانیم. م واگرا را نظر مورد سری نباشد موجود فوق حدِّ اگر

آنگاه an = n اگر .۵ مثال

Sn = ١ + ٢ + ٣ + ...+ n =
n(n+ ١)

٢
∞∑
n=٠

an = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n(n+ ١)
٢

=∞

واگراست. فوق سری

کنید. حساب را زیر سری حاصلجمع .۶ مثال

n=∞∑
n=٠

(
١
٢
)n = ١ +

١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ + . . .

پاسخ.

Sn = (
١
٢
)٠ + (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + ...+ (

١
٢
)n−١ + (

١
٢
)n

١
٢
× Sn = (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + (

١
٢
)٣ + ...+ (

١
٢
)n + (

١
٢
)n+١

Sn −
١
٢
Sn = ١− (

١
٢
)n+١

(١− ١
٢
)Sn = ١− (

١
٢
)n+١ ⇒ Sn =

١− (١
٢)

n+١

١− ١
٢

که ͬ دانیم م

lim
n→∞

(
١
٢
)n = ٠

پس
n=∞∑
n=٠

(
١
٢
)n = lim

n→∞
Sn =

١
١− ١

٢
= ٢

٣



هندسͬ سریهای

نظر در نیز را دیͽری عدد هر ١
٢ جای به ͬ توان م بالا، محاسبات در کرده اید، دقت که طور همان

دارد. قرار هندسͬ سریهای نام به عددی سریهای از مهمͬ رده ی در واقع در بالا، مثال گرفت.

r نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی را ،r٠ + r١ + r٢ + ... یعنͬ ،
∑∞

n=٠ r
n سری .٧ تعریف

ͬ خوانیم. م

داریم باشد. هندسͬ سری ͷی
∑∞

i=٠ r
n کنیم فرض

Sn = r٠ + r١ + ...+ rn

rSn = r١ + r٢ + ...+ rn+١

(١− r)Sn = ١− rn+١ r ̸=١ فرض̞ با
⇒ Sn =

١− rn+١

١− r
(١)

آنگاه ١ فرمولِ به توجه با −١ < r < ١ اگر .١ .٨ توجه

∞∑
i=٠

rn = lim
n→∞

Sn =
١

١− r

آنگاه r = ١ اگر .٢

Sn = ١٠ + ١١ + ١٢ + ١٣ + ...+ ١n = (n+ ١)r

پس

lim
n→∞

Sn =∞

آنگاه ١ فرمولِ به توجه با |r| > ١ اگر .٣

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

١− rn+١

١− r
=∞

.٩ مثال

١ +
١
٣
+ (

١
٣
)٢ + ...+ (

١
٣
)n =

١
١− ١

٣

۴



کرده ایم: خلاصه زیر قضیه ی در آمد بالا توجه در که را آنچه

.|r| < ١ اگر تنها و اگر همͽراست
∑∞

n=٠ r
n هندسͬ سری .١٠ قضیه

یادآوری:

p→ q

¬q → ¬p

q → p

¬p→ ¬q

⇔ p
اگر تنها و →←اگر q

به آن ضلع ͷی روی و بͽیرید نظر در ١ طول به مربعͬ : هندسͬ سری های برای هندسͬ تعبیر ͷی

بسازید: را زیر مثلث و کنید جدا r < ١ اندازه ی

داریم: مثلث ها تشابه به بنا شͺل در

r

١
=

S − ١
S

⇒ rS = S − ١ ⇒ (r − ١)S = −١

نتیجه در

S =
١

١− r

۵



به بنا دوباره بͺشید. مربع ضلع موازی خطͬ سپس و کنید جدا بالایی مثلث روی r اندازه ی به حال

داریم: مثلث ها تشابه

x

r
=

S − (١ + r)

S − ١
⇒ x

r
= r ⇒ x = r٢

برسید: زیر شͺل به ترتیب بدین

که کنید مشاهده و

S = ١ + r + r٢ + . . . =
١

١− r
.

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١١ مثال

∞∑
n=١

٢٢n٣١−n

۶



پاسخ.
∞∑
n=١

٢٢n٣١−n =
∞∑
n=١

۴n٣١−n =
∞∑
n=١

(
۴
٣
)n × ٣

سری این است ١ از بزرگتر ۴
٣ که آنجا از است. ۴

٣ با برابر نسبت قدر با هندسͬ سری ͷی بالا مثال

واگراست.

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١٢ مثال

∞∑
n=٠

٢n + ٣n

۴n

پاسخ.

∞∑
n=٠

٢n + ٣n

۴n
=

∞∑
n=٠

(
٢
۴
)n + (

٣
۴
)n =

∞∑
n=٠

(
١
٢
)n︸ ︷︷ ︸

١
١− ١

٢

+
∞∑
n=٠

(
٣
۴
)n︸ ︷︷ ︸

١
١− ٣

۴

= ٢ + ۴ = ۶

سری زیر از را جمعها داریم مجوز موقع چه که این درباره ی هنوز (البته، همͽراست سری این

نکرده ایم). صحبت دربیاوریم،

سریها بحث ادامه ی

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١٣ مثال

∞∑
n=١

١
n
=

١
١
+

١
٢
+

١
٣
+ ...

یعنͬ است.
∑∞

n=١(
١
٢)

n سری رفتار به شبیه  فوق، سری رفتار که ͬ آید م نظر به اول نگاه در پاسخ.

باشد. a به همͽرا
∑∞

n=١
١
n

سری کنیم فرض باشد: همͽرا ͬ آید م نظر به

Sn =
n∑

k=١

١
k

پس

lim
n→∞

Sn = a

٧



ͬ کند؛ م میل a به نیز S ′
n := S٢n دنباله ی پس ͬ کند، م میل a به Sn دنباله ی که آنجا از که کنید توجه

یعنͬ

lim
n→∞

S٢n = a.

داریم: پس

lim
n→∞

(S٢n − Sn) = lim
n→∞

S٢n − lim
n→∞

Sn = a− a = ٠

داریم: طرفͬ از

S٢n : a١ + a٢ + . . .+ a٢n = ١ +
١
٢
+

١
٣
+ . . .+

١
n
+ . . .+

١
٢n

Sn : a١ + a٢ + . . .+ an = ١ +
١
٢
+

١
٣
+ . . .+

١
n

S٢n − Sn =
١

n+ ١
+

١
n+ ٢

+ . . .+
١

٢n
⩾ ١

٢n
+

١
٢n

+ . . .+
١

٢n
=

n

٢n
=

١
٢

سری بودن همͽرا فرض با بنابراین .limn→∞(S٢n − Sn) = ٠ باشیم داشته ͬ توانیم نم پس

واگراست. سری این پس ͬ رسیم م تناقض به
∑∞

n=١
١
n

شویم. یادآور باید را نکته چند

.١۴ توجه

که وقتͬ بوده ایم. نادقیق Sn مورد در گاهͬ بالا بحثهای در کرده اید، مشاهده که طور همان •

نوشته ایم است ͬ شده م شروع صفر از دنباله اندیس

Sn = a٠ + a١ + . . .+ an

نوشته ایم است ͬ شده م شروع ͷی از دنباله اندیس که وقتͬ و

Sn = a١ + . . .+ an

است. بوده دنباله اول عناصر از جمعͬ منظورمان همواره صورت، هر در

که شدند کژفهمͬ این دچار دانشجویان برخͬ S٢n مورد در •

S٢n = a٢ + a۴ + . . .+ a٢n.

٨



تعریف: به بنا بلͺه نیست، بالا عبارت منظورمان که کنید توجه

S٢n = a١ + a٢ + . . .+ a٢n

دنباله . اول جمله ی ٢n حاصلجمع̧ یعنͬ

در ͬ شود. م نتیجه S٢n بودنِ همͽرا Sn بودنِ همͽرا از که کردیم ادعا بالا، اثبات خلال در •

کرده ایم. اثبات دقیقتر طور به را این زیر

باشیم داشته و باشد دنباله ͷی an که کنید فرض .١۵ لم

lim
n→∞

an = a.

که طوری به باشد دیͽری دنباله ی bn کنید فرض

∀n ∈ N bn = a٢n.

صورت این در

lim
n→∞

bn = a.

باشد زیر دنباله ی an اگر که کنید توجه .١۶ توجه

a٠, a١, a٢, . . .

است: زیر دنباله ی bn آنگاه

a٠, a٢, a۴, a۶, . . .

است. an از زیردنباله ای bn یعنͬ

که کنیم ثابت باید لم. اثباتِ

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |bn − a| < ϵ

که ͬ دانیم م an همͽرایی به بنا باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

∃N ′
ϵ ∀n > N ′

ϵ |an − a| < ϵ

٩



پس ٢n > Nϵ آنگاه n > Nϵ اگر

∀n > N ′
ϵ |a٢n − a| < ϵ

یعنͬ

∀n > N ′
ϵ |bn − a| < ϵ

شد. ثابت نظر مورد حͺم و

دنباله ی ͷی از دلخواه نامتناه̞ͬ زیردنباله ی هر که دهید نشان علاقه مند). دانشجوی (برای تمرین

همͽراست. همͽرا،

داریم باشد. دنباله  ͷی an کنید فرض .١٧ توجه

n∑
k=٠

(ak−ak+١) = (a٠���−a١)+(��a١−a٢)+(a٢−a٣)+. . .+(an−an+١) = a٠−an+١

ͬ مانند. م  ͬ باق ممͺن اندیس بزرگترین و ممͺن اندیس̞ کوچͺترین بالا حاصل جمع در یعنͬ

کنید. بررسͬ را زیر سری واگرایی یا همͽرایی .١٨ مثال
∞∑
n=١

١
n٢ = ١ +

١
٢٢ +

١
٣٣ + . . .

پاسخ.

Sn =
n∑

k=١

١
k٢ = ١ +

١
٢٢ +

١
٣٣ + . . .+

١
n٢

زیرا است، صعودی دنباله این بͽیرید. نظر در را {Sn} دنباله ی

Sn+١ − Sn =
١

(n+ ٢(١ ≥ ٠.

داریم همچنین

Sn =
n∑

k=١

١
k٢ = ١ +

n∑
k=٢

١
k٢ ⩽ ١ +

n∑
k=٢

١
k٢ − k

شوند. بزرگتر کسرها تا کرده ایم ͷکوچ را کسرها مخرج اینجا در

١٠



چرک نویس
١

k − ١
− ١

k
=

k − k + ١
k(k − ١)

=
١

k(k − ١)

١ +
n∑

k=٢

١
k٢ − k

= ١ +
n∑

k=٢

١
k(k − ١)

=

١ +
n∑

k=٢

(
١

k − ١
− ١

k
)

١٧ توجه˼ به بنا
= ١ + (١− ١

n
) =⇒ Sn ⩽ ١ + (١− ١

n
)⇒ Sn ⩽ ٢

همͽراست. Sn رو این از و است کراندار و صعودی Sn دنباله ی پس

محاسبه اویلر را جمع این نداریم. دست در بالا سری حد محاسبه ی برای را لازم ابزار فعلا́ .١٩ توجه

است: کرده 
∞∑
n=١

١
n٢ =

π٢

۶

برای است. شده اصم عدد ͷی با برابر گویا اعداد از نامتناهͬ حاصلجمعͬ دوباره، که کنید توجه

بفرمائید: مطالعه را زیر پیوندهای جمع، این محاسبه ی روش دانستن

https://www.math.purdue.edu/~eremenko/dvi/euler.pdf

https://en.wikipedia.org/wiki/Basel_problem

١١

https://www.math.purdue.edu/~eremenko/dvi/euler.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Basel_problem


بͽیرید. نظر در را ١
x٢ تابع .٢٠ توجه

∞∑
n=٢

١
n٢ = شͺل در مستطیلها مساحت مجموع ⩽ منحنͬ زیر مساحت =

∫ ∞

١

١
x٢

گفت. خواهیم بیشتر سریها و انتگرالͽیری بین رابطه ی درباره ی بعدی فصلهای در

سری .٢١ توجه
∞∑
n=١

١
n٣

داریم و است صعودی نیز سری این جزئͬ حاصلجمعهای دنباله ی بͽیرید. نظر در را

∞∑
n=١

١
n٣ ⩽

∞∑
n=١

١
n٢

آنگاه p ∈ Q و p ≥ ٢ اگر که داد نشان ͬ توان م ترتیب همین به همͽراست.
∑∞

n=١
١
n٣ سریِ پس

سری
∞∑
n=١

١
np

آنگاه p ∈ Q+, p < ١ اگر حال همͽراست.

∞∑
n=١

١
np

>
∞∑
n=١

١
n

واگراست. یادشده سری که دیدیم نیز p = ١ اگر واگراست.
∑∞

n=١
١
np سریِ صورت این در پس

با درس ادامه ی در ولͬ ͬ پذیریم م فعلا́ را این همͽراست؛ سری این نیز ١ < p < ٢ اگر همچنین

کرد. خواهیم ثابت پیشرفته تر ابزارهای

١٢



که فهمیدیم جلسه این در

در (یعنͬ صورت این در .|r| < ١ اگر تنها و اگر همͽراست
∑∞

n=٠ r
n هندسͬ سری •

داریم همͽرائͬ)  صورت
∞∑
n=٠

rn =
١

١− r

همͽراست. p > ١ برای و واگرا p ≤ ١ برای است p ∈ Q+ آن در که
∑∞

n=١
١
np سریِ •

این کلͬ، حالت در ͬ گویند. م همساز یا ،ͷهارمونی سری حاصل، سری به p = ١ اگر

ͬ شوند. م نامیده pسری سریها،

همͽراست. نیز آن از نامتناهͬ زیردنباله ی هر باشد، همͽرا دنباله ͷی اگر •

داریم باشد، دنباله  ͷی an اگر •

n∑
k=٠

(ak − ak+١) = a٠ − an+١

١٣
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