
سیˀم جلسه ی ١

واگراست. ٠ < p ⩽ ١ برای و همͽراست p > ١ برای
∫∞

١
١
xpdx که دهید نشان .١ مثال

داریم: ،p > ١ کنیم فرض ∫پاسخ.
١
xp

dx =

∫
x−pdx =

x−p+١

−p+ ١

داریم است. انتگرالپذیر [١, t] بازه ی هر در رو این از و پیوسته x ≥ ١ در x−p ∫تابع t

١
x−pdx =

x−p+١

−p+ ١
|t١ =

t١−p

١ − p
− ١

١ − p

همͽراست. نظر مورد انتگرال پس است، موجود t → ∞ وقتͬ بالا،  راست سمت عبارت حد

بازه ی هر در تابع این x ≥ ١ در تابع پیوستگͬ به بنا دوباره ،٠ < p < ١ کنید فرض حال

است. انتگرالپذیر [١, t]∫ t

١

١
xp

dx =
x١−p

١ − p
|t١ =

t١−p

١ − p
− ١

١ − p
)

این در یعنͬ ͬ شود). م (بینهایت نیست موجود t → ∞ وقتͬ بالا عبارت حد p < ١ که آنجا از

واگراست. انتگرال حالت

p = ١ ∫حالت c

١

١
x
dx = ln c− ln ١ = ln c

lim
c→∞

ln c = ∞

واگراست. انتگرال نیز حالت این در

همͽراست.
∫ ٠
−∞ exdx که دهید نشان .٢ مثال

است. انتگرال پذیر رو،  این از و پیوسته [c, ٠] بازه ی در ex تابع c < ٠ هر برای ∫پاسخ. ٠

c

exdx = e٠ − ec = ١ − ec

lim
c→−∞

١ − ec = ١

همͽراست. نظر مورد انتگرال بنابراین

١



ͬ گوئیم م آنگاه باشند، همͽرا دو هر
∫∞
a

f(x)dx و
∫ a

−∞ f(x)dx و a ∈ R کنید فرض .٣ توجه

ͬ کنیم: م تعریف و است همͽرا
∫∞
−∞ f(x)dx∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ ∞

a

f(x)dx

آنگاه باشد همͽرا قبل توجه مطابق
∫∞
−∞ f(x)dx اگر .۴ ∫توجه ∞

−∞
f(x)dx = lim

c→∞

∫ c

−c

f(x)dx

واگراست.
∫∞
−∞ sinxdx که کنید ثابت .۵ مثال

است. انتگرالپذیر رو این از و پیوسته c ≤ ٠ برای [c, ٠] بازه ی هر در sin تابع ∫پاسخ. ٠

c

sinxdx = − cos(٠) + cos(c)

نیست: موجود زیر حد که ͬ دانیم م

lim
c→−∞

cos(c)− ١

توجه به بنا پس نیست. موجود هم
∫∞

٠ sin xdx مشابه طور به نیست. همͽرا
∫ ٠
−∞ sinxdx پس .

نیست. همͽرا
∫∞
−∞ sinxdx قبل

داریم c عدد هر برای طرفͬ، از اما .۶ ∫توجه c

−c

sinxdx = ٠

پس است.) فرد تابعͬ sin x (چون

lim
c→∞

∫ c

−c

sinxdx = ٠

همͽراست.
∫∞
−∞ f(x)dx که ͬ گیریم نم نتیجه باشد همͽرا limc→∞

∫ c

−c
f(x)dx اینکه از پس

همͽراست.
∫∞
−∞

١
١+x٢dx که دهید نشان .٧ مثال

٢



است. انتگرال پذیر و پیوسته c ≤ ٠ برای [c, ٠] بازه ی هر در ١
١+x٢ تابع ∫پاسخ. ٠

c

١
١ + x٢dx = tan−(٠)١− tan−١(c) = ٠ − tan−١(c)

lim
c→−∞

∫ ٠

c

١
١ + x٢dx = lim

c→−∞
− tan−١(c) = ١

:tan−١ تابع نمودار

است. انتگرال پذیر c ≥ ٠ برای [٠, c] بازه ی هر در ١
١+x٢ ∫تابع c

٠

١
١ + x٢dx = tan−١(c)

lim
c→∞

∫ c

٠

١
١ + x٢dx = lim

c→∞
tan−١(c) = ١

نیز
∫∞
−∞

١
١+x٢dx که ͬ گیریم م نتیجه هستند، همͽرا دو هر

∫ ٠
−∞

١
١+x٢dx و

∫∞
٠

١
١+x٢dx اینکه از

همͽراست.

مقایسه آزمون ١ . ١

و باشند انتگرال پذیر [a, c] بازه ی در c ⩾ a عدد هر برای f, g : I → R توابع کنید فرض

∀x ∈ [a,∞) ٠ ⩽ f(x) ⩽ g(x)

همͽراست. هم
∫∞
a

f(x)dx باشد، همͽرا
∫∞
a

g(x)dx اگر آنگاه

٣



همͽراست.
∫∞

٠ e−x٢
dx که دهید نشان .٨ مثال

پیوسته، (c ≥ ٠ (برای [٠, c] بازه ی هر در e−x٢ تابع نیز .
∫
e−xdx = −e−x که ͬ دانیم م پاسخ.

همچنین است. انتگرالپذیر رو این از ∫و ∞

٠
e−x٢

dx =

∫ ١

٠
e−x٢

dx+

∫ ∞

١
e−x٢

dx (∗)

حال: است. عدد ͷی همواره
∫ ١

٠ e−x٢
dx است انتگرال پذیر و پیوسته همواره e−x٢ که آنجا از

∀x ⩾ ١ x٢ ≥ x ⇒ −x٢ ≤ x ⇒ e−x٢ ⩽ e−x ⇒∫ ∞

١
e−x٢

dx ⩽
∫ ∞

١
e−xdx

و پیوسته (c ≥ ١ (برای [١, c] بازه ی هر در e−x تابع همͽراست.
∫∞

١ e−xdx ͬ کنیم م ادعا

است. ∫انتگرالپذیر c

١
e−xdx = −e−x|c١ = −e−c +

١
e

lim
c→∞

−e−c +
١
e
=

١
e

همͽراست. نیز
∫∞

٠ e−x٢
dx ،(∗) رابطه ی به بنا پس همͽراست.

∫∞
١ e−x٢

dx مقایسه ، آزمون به بنا

است: زیر انتگرال نیازمندیم بدان کاربرد، در که مهم انتگرال های از ͬͺی .٩ ∫توجه ∞

−∞
e−x٢

dx

آن امتحان و ١ ریاضͬ درس به مربوط که کرده ایم ارائه آن محاسبه ی برای روشͬ زیر در

اولا˟ ∫نیست: ∞

−∞
e−x٢

dx =

∫ ∞

−∞
e−y٢

dy

داریم: ثانیاً

A︷ ︸︸ ︷∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(e−x٢ × e−y٢

)dxdy =

∫ ∞

−∞
e−x٢

dx×
∫ ∞

−∞
e−y٢

dy = (

∫ ∞

−∞
e−x٢

dx)٢

۴



A =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−x٢−y٢

dxdy =

∫ ٢π

٠

∫ ∞

٠
e−r٢

rdrdθ

u = −r٢ ⇒ du = −٢rdr∫ ∞

٠
eu(−du

٢
) = −١

٢

∫ ∞

٠
eudu = −١

٢
eu|∞٠ = −١

٢
e−r٠∞|٢ = −١

٢
(٠ − ١) = ١

٢

lim
r→∞

e−r٢
= lim

r→∞

١
er٢ = ٠∫ ٢π

٠

١
٢
dθ =

١
٢
× ٢π = π∫ ∞

−∞
e−x٢

dx =
√
π

همͽراست.
∫∞

٠
١

ex١+٢
dx دهید نشان .١٠ مثال

است. انتگرالپذیر رو این از و پیوسته، (c ≥ ٠ (برای [٠, c] بازه ی هر در انتگرال زیرِ تابع پاسخ.

∀x ⩾ ٠ ١
١ + ex٢ ⩽ ١

ex٢ = e−x٢

نیز
∫∞

٠
١

ex١+٢
dx مقایسه آزمون به بنا همͽراست.

∫∞
٠ e−x٢

dx کردیم ثابت قبل مثال در

همͽراست.

واگراست.
∫∞

١
١

x+ ٣√x
dx که دهید نشان .١١ مثال

است. انتگرالپذیر رو این از و پیوسته (c ≥ ١ (برای [١, c] بازه ی هر در انتگرال زیر تابع پاسخ.

∀x ⩾ ١ ١
x+ ٣

√
x
⩾ ١

x+ x
=

١
٢x

واگراست. مقایسه آزمون به بنا نیز
∫∞

١
١

x+ ٣√x
dx پس واگراست ١

٢

∫∞
١

١
x
dx که آنجا از

حدی مقایسه ی آزمون ١ . ٢

مثبت و انتگرال پذیر [a, c] بازه ی در f, g : [a,+∞) → R توابع c ⩾ a هر برای کنید فرض

: آنگاه limx→∞
f(x)
g(x)

= l کنید فرض باشند.

۵



باشد. همͽرا
∫∞
a

g(x)dx اگر تنها و اگر همͽراست،
∫∞
a

f(x)dx آنگاه l > ٠ اگر (آ.)

همͽراست. نیز
∫∞
a

f(x)dx آنگاه باشد، همͽرا
∫∞
a

g(x)dx اگر آنگاه l = ٠ اگر (ب.)

نیز
∫∞
a

f(x)dx آنگاه باشد، واگرا
∫∞
a

g(x)dx اگر آنگاه limx→∞
f(x)
g(x)

= ∞ اگر (ج.)

واگراست.

همͽراست.
∫∞

٠
١

x٣+x+٢dx که دهید نشان .١٢ مثال

ͬ دانیم م است. (c ≥ ٠ (برای [٠, c] بازه ی هر در پیوسته و مثبت تابعͬ f(x) = ١
x٣+x+٢ پاسخ.

است. مثبت تابعͬ نیز g تابع که ͬ دانیم م .g(x) = ١
x٣ ͬ دهیم م قرار همͽراست.

∫∞
١

١
x٣dx که

داریم:

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= ١

داریم: همچنین ͬ شود. م نتیجه
∫∞

١
١

x٣+x+٢dx همͽرایی ،
∫∞

١
١
x٣dx همͽرایی از ∫بنابراین ∞

٠

١
x٣ + x+ ٢

dx =

∫ ١

٠

١
x٣ + x+ ٢

dx+

∫ ∞

١

١
x٣ + x+ ٢

dx

همͽراست.
∫∞

٠
١

x٣+x+٢dx پس

همͽراست.
∫ ٠
−∞

ex

١+x۴dx که دهید نشان .١٣ مثال

(برای [c, ٠] بازه ی هر در e−x تابع̧ زیرا همͽراست.
∫ ٠
−∞ e−xdx که کنید توجه نخست پاسخ.

داریم: و است انتگرالپذیر رو این از و پیوسته (c ≤ ٠∫ ٠

−∞
exdx = lim

c→−∞

∫ ٠

c

exdx = lim
c→−∞

(e٠ − ec) = ١

انتگرالپذیر و پیوسته [c, ٠] بازه ی هر در توابع این دوی هر f(x) = ex

١+x۴ و g(x) = ex دهید قرار

همچنین هستند. مثبت و

lim
x→−∞

f(x)

g(x)
= lim

x→−∞

١
١ + x۴ = ٠

∫ ٠
−∞ f(x)dx که ͬ شود م نتیجه همͽراست

∫ ٠
−∞ g(x)dx که آنجا از حدی مقایسه ی آزمون به بنا

همͽراست.

۶



واگراست.
∫∞

١
١

١+lnx
dx که دهید نشان .١۴ مثال

واگراست.
∫∞

١
١
x
dx که ͬ دانیم م پاسخ.

lim
x→∞

١
١+lnx

١
x

= lim
x→∞

x

١ + ln x

ͬ کنیم: م استفاده لُپیتال از

lim
x→∞

١
١
x

= lim
x→∞

x = ∞

بودن انتگرالپذیر و تابع دو این بودن مثبت (به واگراست.
∫∞

١
١

١+lnx
dx حدی مقایسه ی آزمون به بنا

شود). توجه (c ≥ ١ (برای [١, c] شͺل به بازه ی هر در آنها

سری ها) (برای انتگرال آزمون ١ . ٣

باشد. پیوسته و نزولͬ انتگرال پذیر، مثبت، [١,∞) بازه ی بر f : [١,∞) → R تابع کنید فرض

باشد. همͽرا
∫∞

١ f(x)dx اگر تنها و اگر همͽراست
∑∞

n=١ f(n) سری آنگاه

اثبات ایده ی

∞∑
n=٢

f(x) ⩽
∫ ∞

١
f(x)dx

∞∑
n=١

f(x) ⩾
∫ ∞

١
f(x)dx

٧



واگراست. ٠ < p ⩽ ١ برای و همͽرا p > ١ برای
∑∞

n=١
١
np سری .١۵ نتیجه

که نکرده ایم ادعا وجه هیچ به .١۶ ∫توجه ∞

١
f(x)dx =

∞∑
n=١

f(x)

∫مثلا́ ∞

١

١
x٢dx ̸=

∞∑
n=١

١
x٢ =

π٢

۶

واگرائͬ و
∑ ١

n٢ همͽرائͬ علت عددی، روش ͷی با که باشد مهم برایتان شاید .١٧ توجه

داریم .B =
∑∞

n=١
١
n٢ و A =

∑∞
n=١

١
n

دهید: قرار کنید. بررسͬ را
∑ ١

n

A = ١ +
١
٢
+ (

١
٣
+

١
۴
) + (

١
۵
+

١
۶
+

١
٧
+

١
٨
)+

(
١
٩
+

١
١٠

+
١

١١
+

١
١٢

+
١

١٣
+

١
١۴

+
١

١۵
+

١
١۶

) + . . .

A ⩾ ١ +
١
٢
+ (

١
۴
+

١
۴
) + (۴ × ١

٨
) + (٨ × ١

١۶
) + (١۶ × ١

٣٢
) + . . .

A ⩾ ١ +
١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+

١
٢
+ . . .

⇒ A 7→ ∞

B = ١ + (
١
٢٢ +

١
٣٢ ) + (

١
۴٢ +

١
۵٢ +

١
۶٢ +

١
٧٢ )+

(
١
٨٢ +

١
٩٢ +

١
١٠٢ +

١
١١٢ +

١
١٢٢ +

١
١٣٢ +

١
١۴٢ +

١
١۵٢ ) +

١
١۶٢ + . . .

B ⩽ ١ + (
١
٢٢ +

١
٢٢ ) + (

۴
۴٢ ) + (

٨
٨٢ ) + (

١۶
١۶٢ ) + . . .

= ١ +
١
٢
+

١
٢٢ +

١
٢٣ +

١
٢۴ +

١
٢۵ + . . . =

١
١ − ١

٢
= ٢

هستند. همͽرا همه، زیر انتگرال های که دهید نشان .١٨ مثال

٨



.١∫ ∞

١
e−xdx

.٢∫ ∞

١
xe−xdx

.٣∫ ∞

١
x٢e−xdx

.۴∫ ∞

١
xne−xdx

همͽراست.
∫∞

١
١
x٢dx که ͬ دانیم م پاسخ.

lim
x→∞

xne−x

١
x٢

= lim
x→∞

xn+٢

ex
= ٠ (∗)

انتگرالپذیر و پیوسته (c ≥ ١ (برای [١, c]لͺش به بازه های در ١
x٢ xne−xو تابعهای که آنجا از

همͽرا همه شده یاد انتگرال های (∗) رابطه ی و حدی مقایسه ی آزمون به بنا هستند، مثبت و

هستند.

ارائه
∫∞

٠
sinx
x

محاسبه ی برای جالبی روش زیر، پیوند در ٢٠٨ پاسخ درس: از خارج

است: کرده

https://math.stackexchange.com/questions/5248/

evaluating-the-integral-int-0-infty-frac-sin-x-x-dx-frac-pi-2

کرد: محاسبه زیر روش به مختلط، توابع از استفاده با ͬ توان م را انتگرال همان

https://math.stackexchange.com/questions/1739621/

the-infinite-integral-of-frac-sin-xx-using-complex-analysis

٩

https://math.stackexchange.com/questions/5248/evaluating-the-integral-int-0-infty-frac-sin-x-x-dx-frac-pi-2
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