
نهم و بیست جلسه ی ١

کنید. محاسبه را زیر معین انتگرال .١ ∫مثال ١
٢

٠

√
١ + x

١ − x
dx

با است برابر فوق انتگرال حاصل آنگاه باشد، انتگرال این اولیه تابع F اگر پاسخ.

F (
١
٢
)− F (٠)

زیر: نامعین انتگرال محاسبه ی یعن اولیه، تابع ∫محاسبه ی √
١ + x√
١ − x

dx

√
١ − x = t ⇒ ١ − x = t٢ ⇒ x = ١ − t٢ ⇒ dx = −٢tdt

√
١ + x =

√
١ + ١ − t٢ =

√
٢ − t٢

−
∫ √

٢ − t٢

�t
٢�tdt = −٢

∫ √
٢ − t٢dt

٢ − t٢ ⩾ ٠ ⇐⇒ −
√

٢ ⩽ t ⩽
√

٢ ⇒ t =
√

٢ sinu ⇒ dt =
√

٢ cosudu

−٢
∫ √

٢ − t٢dt = −٢
∫ √

٢ − ٢ sin٢ u×
√

٢ cosudu =

−٢
∫ √

٢ cosu×
√

٢ cosudu = −٢
∫

٢ cos٢ udu =

= −٢
∫

(١ + cos ٢u)du = −٢(u+
sin ٢u

٢
)

u = sin−١(
t√
٢
) = sin−١(

√
١ − x√

٢
)

x =
١
٢
⇒ sin−١(

√
١
٢√
٢
) = sin−١(

١
٢
)

x = ٠ ⇒ sin−١(
١√
٢
)

(−٢u−sin ٢u)|sin
−١( ١

٢ )

sin−١( ١√
٢ )
= −٢ sin−١(

١
٢
)−sin(٢ sin−١(

١
٢
))+٢ sin−١(

١√
٢
)+sin(٢ sin−١(

١√
٢
))

١



که دهید نشان باشد. پیوسته f تابع کنید فرض .٢ ∫مثال a

٠
f(x)dx =

∫ a

٠
f(a− x)dx

پاسخ.

∫ a

٠
f(a− x)dx

t = a− x ⇒ dt = −١ × dx ⇒ dt = −dx

t = a− x ⇒

x = ٠ ⇒ t = a

x = a ⇒ t = ٠∫ a

٠
f(a− x)dx = −

∫ ٠

a

f(t)dt =

∫ a

٠
f(t)dt =

∫ a

٠
f(x)dx

کنید. محاسبه را زیر انتگرال قبل مثال از استفاده با .٣ ∫مثال π
٢

٠

sinn x

sinn x+ cosn x
dx

کنید.) محاسبه جداگانه n ∈ N هر (برای

پاسخ.

A =

∫ π
٢

٠

sinn x

sinn x+ cosn x
dx =

∫ π
٢

٠

sinn(π٢ − x)

sinn(π٢ − x) + cosn(π٢ − x)
dx =

∫ π
٢

٠

cosn x

sinn x+ cosn x
dx

A+ A = ٢A =

∫ π
٢

٠
(

sinn x

sinn x+ cosn x
+

cosn x

sinn x+ cosn x
)dx =

٢



∫ π
٢

٠

sinn x+ cosn x

sinn x+ cosn x
dx =

∫ π
٢

٠
١dx =

π

٢

٢A =
π

٢
⇒ A =

π

۴

(١, π۴ ) بر f که دهید نشان .F (x) = limn→∞
x٢

n

∑n
k=١ tan(

kx٢

n
) کنید فرض .۴ مثال

کنید. محاسبه را آن مشتق و است مشتق پذیر

پاسخ.
n∑

k=١

tan(
kx٢

n
) = tan(

x٢

n
) + tan(

٢x٢

n
) + . . .+ tan(

nx٢

n
)

x٢

n

n∑
k=١

tan(
kx٢

n
) =

n∑
k=١

f(x∗
i )∆xi

x∗
i =

k

n
x٢, ∆xi =

x٢

n

lim
n→∞

n∑
k=١

x٢

n
tan(

kx٢

n
) =

∫ x٢

٠
tan(t)dt

پس ،(
∫ x

٠ f(u)du)′ = f(x) که دانیم م است. مشتق پذیر فوق تابع اول، اساس قضیه ی به بنا

(

∫ x٢

٠
f(t)dt)′ = ٢xf(x٢)

⇒
∫ x٢

٠
tan(t)dt = ٢x tanx٢

کنید. محاسبه را زیر حد .۵ مثال

lim
x→١+

∫ x

١
du

١+lnu

x− ١

٣



لُپیتال: قاعده ی پاسخ.

lim
x→١+

∫ x

١
du

١+lnu

x− ١
= lim

x→١+

١
١+lnx

١
= ١

داریم a هر برای که دهید باشد، نشان فرد و پیوسته تابع ی f کنید فرض .۶ ∫مثال a

−a

f(x)dx = ٠

∫پاسخ. a

−a

f(x)dx =

∫ ٠

−a

f(x)dx+

∫ a

٠
f(x)dx

u = −x ⇒ du = −dx∫ ٠

a

−f(−u)du+

∫ a

٠
f(x)dx =

∫ a

٠
−f(u)du+

∫ a

٠
f(x)dx = ٠

کنید. تعیین را زیر تابع مشتق پذیری دامنه ی .٧ مثال

f(x) =

∫ ١
x

lnx

١
١ + t۴dt

.x > ٠ باشیم: داشته باید باشد تعریف قابل lnx که این برای پاسخ.

f(x) =

∫ ١
٢

lnx

١
١ + t۴dt+

∫ ١
x

١
٢

١
١ + t۴dt =

−
∫ lnx

١
٢

١
١ + t۴dt︸ ︷︷ ︸
A

+

∫ ١
x

١
٢

١
١ + t۴dt︸ ︷︷ ︸
B

است. زیر تابع دو ترکیب A تابع

lnx

∫و x

١
٢

١
١ + t۴dt

۴



است. زیر تابع دو ترکیب B تابع
١
x

∫و x

١
٢

١
١ + t۴dt

است. پذیر مشتق
∫ x

a
g(x)dx ل ش به تابع هر باشد، پیوسته تابع ی g اگر ، اساس قضیه ی به بنا

مشتق پذیری دامنه ی پس .x ̸= ٠ باید ١
x

مشتق پذیری برای و و است مشتق پذیر x > ٠ در lnx تابع

کنید. محاسبه را تابع این مشتق تمرین، عنوان به است. (٠,∞) نظر مورد تابع

بیابید. را زیر حد حاصل .٨ مثال

lim
n→∞

(
n

n٢ + ١
+

n

n٢ + ۴
+

n

n٢ + ٩
+ . . .+

n

n٢ + n٢ )

پاسخ.

lim
n→∞

n∑
k=١

n

n٢ + k٢ = lim
n→∞

١
n

n∑
k=١

n٢

n٢ + k٢ = lim
n→∞

١
n︸︷︷︸

∆xi

∞∑
k=١

١
١ + ( k

n
)٢︸ ︷︷ ︸

f( k
n
)

=

∫ ١

٠

١
١ + t٢dt = tan−١(t)|١٠ =

π

۴
− ٠ =

π

۴

۵



درس ادامه ی

یرید. ب نظر در را ١
x٢ تابع

x = ١ نقطه ی از شروع با تابع، دو این زیر مساحت درباره ی م خواهیم یرید. ب نظر در نیز را ١
x

تابع

نقطه ی تا x = ١ نقطه ی از تابع دو هر زیر مساحت که م رسد نظر به اول نگاه در کنیم. بحث

از منحن زیر مساحت بیایید یرید. ب نظر در را t > ١ دلخواه نقطه ی شود. نامتناه x → ∞

دهیم. نمایش A(t) با را t تا ١ نقطه ی

A(t) =

∫ t

١

١
x٢dx =

∫ t

١
x−٢dx = −x−١|t١ = ١ − ١

t

۶



همچنین است؛ کمتر ١ A(t)از باشد، بزرگ t که هم چقدر هر م کنید، مشاهده  بالا در که طور همان

lim
t→∞

A(t) = ١

: ∫یعن ∞

١

١
x٢dx︸ ︷︷ ︸

ناسره انتگرال

:= lim
t→∞

∫ t

١

١
x٢dx = lim

t→∞
A(t) = ١

کنیم: امتحان ١
x

تابع با را کار ∫همین ∞

١

١
x
dx = lim

t→∞

∫ t

١

١
x
dx

∫ t

١
lnxdx = ln x|t١ = ln t

lim
→

∞
∫ t

١

١
x
dx = lim

t→∞
ln t = ∞

این برای توجیه ی شاید است. متناه ١
x٢ زیر مساحت ول است نامتناه ١

x
زیر مساحت پس

باره این در است. بیشتر
∑∞

n=١
١
n

از مساحت این که باشد این است، نامتناه ١
x

زیر مساحت که

م کنیم: دقیقتر را بالا گفته های فعلا کرد، خواهیم صحبت

.٩ تعریف

م کنیم: تعریف باشد. انتگرال پذیر [a, t] بازه ی در t ⩾ a هر برای f تابع کنید فرض ∫(آ). ∞

a

f(x)dx := lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx

راست. هم
∫∞

١ f(x)dx م گوییم باشد، موجود بالا حد که شرط به

م کنیم: تعریف باشد.، انتگرال پذیر [t, a] بازه ی در t ⩽ a هر برای f تابع کنید فرض ∫(ب). a

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫ a

t

f(x)dx

را آن صورت این غیر در و را هم را مربوطه انتگرال باشند موجود بالا حدهای که صورت در

م خوانیم. واگرا

٧



را هم
∫∞

١ f(x)dx باشد، [١,∞) بازه ی در پیوسته و نزول تابع ی f(x) کنید فرض .١٠ توجه

دید). خواهیم را اثبات ایده ی بعد جلسه ی (در باشد. را هم
∑∞

n=١ f(n) اگروتنهااگر است

ex تابع درس، این اوایل در م کنیم یادآوری برسانیم، پایان به را جلسه این درس که آن از پیش

که است وارون تابع دارای تابع این که دادیم نشان سپس کردیم. تعریف سری ی از استفاده با را

تابع تعریف برای ری دی روش با زیر در دادیم. نشان lnx با را آن و است پیوسته و صعودی هم آن

م شویم: آشنا ln

.١١ نکته

lnx =

∫ x

١

١
t
dt∫ x

١

١
t
dt = ln t|x١ = ln x

: اساس قضیه ی به بنا

(lnx)′ =
١
x

٨
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