
هفتم و بیست جلسه ی ١

کنیم: محاسبه را زیر انتگرال شد قرار قبل جلسه ی پایان در

.١ ∫مثال −١
٣x+ ٢

٣
x٢ − x+ ١

dx

پاسخ.

.٢ یادآوری

x٢ + ax = (x+
a

٢
)٢ − a٢

۴

∫ −١
٣x+ ٢

٣
x٢ − x+ ١

dx = −١
٣

∫
x

x٢ − x+ ١
dx︸ ︷︷ ︸

A

+
٢
٣

∫
١

x٢ − x+ ١
dx︸ ︷︷ ︸

B

:A محاسبه ی

u = x٢ − x+ ١ ⇒ du = (٢x− ١)dx∫
x

x٢ − x+ ١
dx =

١
٢

∫
٢x− ١

x٢ − x+ ١
dx+

١
٢

∫
١

x٢ − x+ ١
dx =

١
٢
ln |x٢ − x+ ١|+ ١

٢

∫
١

x٢ − x+ ١
dx︸ ︷︷ ︸

D

:D ∫محاسبه ی
١

x٢ − x+ ١
dx =

∫
١

(x− ١
٢)

٢ + ٣
۴
dx =

∫
١

٣
۴(

(x− ١
٢ )

٢

٣
۴

+ ١)
dx =

۴
٣

∫
١

(
x− ١

٢√
٣

٢
)٢ + ١

dx

t =
x− ١

٢√
٣

٢

⇒ dt =
١
√

٣
٢

dx

۴
٣

∫ √
٣

٢
t٢ + ١

dt =
٢
√

٣
٣

tan−١(t) + c =

١



٢
√

٣
٣

tan−١(
x− ١

٢√
٣

٢

) + c

بسپارید: خاطر به را زیر انتگرالهای محاسبه ی روش .٣ توجه

.١∫
١

ax٢ + bx+ c
dx =

∫
١

a(x+ b
٢a)

٢ − b٢

۴a٢ + c
dx

صورت به باید را بالا ∫انتگرال
١

u٢ + ١
du

کرد. محاسبه و درآورد

.٢∫
cx+ d

ax٢ + bx+ c
dx =

∫
cx

ax٢ + bx+ c
dx︸ ︷︷ ︸

A

+

∫
d

ax٢ + bx+ c
dx︸ ︷︷ ︸

B

زیر متغیر تغییر از استفاده با A انتگرال و ͬ شود م محاسبه بالا انتگرال همانند B انتگرال

u = ax٢ + bx+ c ⇒ du = ٢ax+ b

ͬ شود. م محاسبه آن، از
∫

du
u

استخراج نهایتاً کسر، صورت در ٢ax+ b عبارت ایجاد و

کنید. حساب را زیر انتگرال .۴ ∫مثال
x٣ + ٣x٢ + ٣x− ١

x٣ + x٢ − ٢x

فوق،  انتگرال محاسبه ی برای نیست، مخرج درجه ی از اکیداًکمتر صورت درجه ی که آنجا از پاسخ.

ͬ کنیم: م تقسیم مخرج بر را صورت نخست

x٣ + ٣x٢ + ٣x− ١ = (x٣ + x٢ − ٢x)(١) + ٢x٢ + ۵x− ١

پس
x٣ + ٣x٢ + ٣x− ١

x٣ + x٢ − ٢x
= ١ +

٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x

٢



∫
١dx+

∫
٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x

dx = x+

∫
٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x

dx︸ ︷︷ ︸
A

A =

∫
٢x٢ + ۵x− ١
x٣ + x٢ − ٢x

dx =

∫
٢x٢ + ۵x− ١

x(x+ ٢)(x− ١)
dx =∫

A

x
dx+

∫
B

x+ ٢
dx+

∫
c

x− ١
dx

این مجهول سه و معادله سه با تا ͬ دهیم م قرار معادله در عدد سه C و B ،A آوردن بدست برای

آوریم. بدست را مقادیر

x = ٢ ⇒ ١٧
٨

=
A

٢
+

B

۴
+ c (١)

x = −١ ⇒ −۴
٢

=
A

−١
+B +

c

−٢
(٢)

x = ٣ ⇒ ٣٢
٣٠

=
A

٣
+

B

۵
+

c

٢
(٣)

ͬ رسیم: م زیر جواب های به بالا مجهول سه و معادله سه حل از پس

A =
١
٢
, B = ٢, c = −١

٢

کنیم: حساب را زیر انتگرال های باید ∫حال ١
٢
x
dx+

∫
٢

x+ ٢
dx+

∫ −١
٢

x− ١
dx =

١
٢
ln |x|+ ٢ ln |x+ ٢| − ١

٢
ln |x− ١|+ c

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .۵ ∫مثال
x٣ − ١

x٢(x− ٢(٢dx

پاسخ.
x٣ − ١

x٢(x− ٢(٢ =
A

x
+

B

x٢ +
c

x− ٢
+

D

(x− ٢(٢

٣



ͬ رسیم. م زیر پاسخ های به مجهول چهار و معادله چهار دستگاه ͷی حل از پس

A = −١
۴
, B = −١

۴
, C =

۵
۴
, D =

٧
۴

ͬ شود: م محاسبه زیر صورت به دوم کسر ∫انتگرال
B

x٢dx = B

∫
١
x٢dx = B =

∫
x−٢dx =

B

−١
x−١ = −B

١
x

ͬ شوند. م حساب ترتیب همین به نیز بقیه

کنید. حساب را زیر انتگرال .۶ ∫مثال
dx√
x+ ١

پاسخ.

u =
√
x ⇒ du =

١
٢
√
x
dx ⇒ dx = ٢udu∫

dx√
x+ ١

=

∫
٢udu
u+ ١

=

∫
٢u+ ٢
u+ ١

du−
∫

٢
u+ ١

du =∫
٢du− ٢ ln |u+ ١| = ٢u− ٢ ln |u+ ١| = ٢

√
x− ٢ ln |

√
x+ ١|+ c

.٧ ∫توجه
u

u+ ١
du =

∫
u+ ١ − ١
u+ ١

du

کنید: ارائه زیر، صورت به انتگرالهای محاسبه ی برای روشͬ .٨ ∫تمرین
ax+ b

cx+ d

.٩ ∫توجه
١

ax+ b
dx =

١
a
ln |ax+ b|

۴



معین انتگرال ٢

یعنͬ: است، f برای اولیه تابع ͷی I بازه ی در F که این که گفتیم

∀x ∈ I F ′(x) = f(x)

ͬ نویسیم: م حالت این ∫در
f(x)dx = F (x) + dx

فهمید. خواهیم بهتر را
∫

نمادِ معنͬ درس ادامه ی در

باشد. [a, b] بازه ی روی مثبت مقادیر با و پیوسته تابع ͷی f(x) کنید فرض

بیابیم. را x = b و x = a خطوط بین و y = f(x) منحنͬ زیر مساحت ͬ خواهیم م

۵



یعنͬ مستطیل؛ سه مساحت جمع حاصل با است برابر تقریبا ما نظر مورد مساحت بالا، شͺل مطابق

زیر: عبارت

= f(x∗
١)∆x١ + f(x∗

٢)∆x٢ + f(x∗
٣)∆x٣

داریم: کنیم استفاده مستطیل n از اگر واقع در

منحنͬ زیر مساحت =
n∑

i=٠

f(x∗
i )∆xi

ͷنزدی منحنͬ زیر مساحت به شوند، ͷکوچ کافͬ اندازه ی به ها ∆xi و کند میل بینهایت به n اگر

که است این ما شهود پس ͬ شویم. م

منحنͬ زیر مساحت = lim
n→∞

n∑
i=٠

f(x∗
i )∆xi

ͬ دهیم: م نمایش زیر صورت به را بالا راست سمت ∫حد b

a

f(x)dx

ͬ خوانیم م [a, b] بازه ی برای افراز ͷی را p = {x٠, x١, . . . , xn} متناهͬ مجموعه ی .١٠ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف .xi < xi+١ و xn = b ،x٠ = a هرگاه

∥p∥ = max∆xi

۶



این در f تابع ͬ گوییم م باشد، [a, b] بازه ی در ١ کراندار تابع ͷی f(x) کنید فرض .١١ تعریف

باشد: موجود زیر حد هرگاه است انتگرال پذیر بازه
p افرازهای تمام برای

lim
∥p∥→٠

n∑
i=١

f(x∗
i )∆xi x∗

i ∈ [xi, xi+١] برای تمام انتخابهای

به باشد موجود l مانند عددی هرگاه است انتگرال پذیر I بازه ی در f کراندار تابع بهتر، بیان به

افرازِ هر برای که طوری به باشد موجود δϵ > ٠ ͷی ϵ > ٠ هر برای طوری که

p = {=a
x٠, x١, . . . ,

=b
xn}

اگر I = [a, b] بازه ی از

∥p∥ < δϵ

باشیم: داشته x∗
i ∈ [xi, xi+١] انتخاب گونه هر برای آنگاه

|
n∑

i=١

f(x∗
i )∆xi − l| < ϵ

ͬ نویسیم: م حالت این ∫در b

a

f(x)dx = l

از y = f(x) منحنͬ زیر مساحت
∫ b

a
f(x)dx آنگاه ∀x ∈ [a, b] f(x) ⩾ ٠ اگر .١٢ توجه

ͬ دهد. م دست به را b تا a نقطه ی

چندان گفته، این اثبات است. انتگرال پذیر آنگاه باشد پیوسته [a, b] بازه ی در f تابع اگر .١٣ توجه

کنید). فکر آن روی که ͬ کنیم م پیشنهاد (ولͬ نیست آسان

[a, b] بازه ی هر در f(x) = k ثابت تابع که دهید نشان فوق توجه به توجه بدون .١۴ مثال

است. انتگرال پذیر

باشد. x∗
i ∈ [xi, xi+١] و [a, b] بازه ی برای افرازی p = { a

x٠, x١, . . . ,
b
xn} کنید فرض اثبات.

است: زیر صورت به افراز این به مربوط «ریمانͬ» جمع
n∑

i=١

f(x∗
i )∆xi =

n∑
i=١

k∆xi =

پیوسته لزوماً نه ١و

٧



k

n∑
i=١

∆xi = k((x١−x٠)+(x٢−x١)+. . .+(xn−xn−١)) = k(−x٠+xn) = k(b−a)

ͬ رسیم. م حاصلجمع همین نیزبه ∗xها
i از دیͽر انتخاب هر برای و دیͽر افراز هر برای .١۵ توجه

∫پس b

a

kdx = k(b− a)

٨
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