
پنجم و بیست جلسه ی ١

آورید. دست به را زیر اولیه ی توابع .١ مثال

.١∫
cosh(

√
x)dx

بیابیم. زیر طریق از را انتگرال حاصل م کنیم سع نخست ∫پاسخ.
cosh(

√
x)︸ ︷︷ ︸

u

dx︸︷︷︸
dv

= uv −
∫

vdu = uv −
∫

x× ١
٢
√
x
sinh(

√
x)dx

ری دی روش باید پس م رسد. نظر به دشوار حل راه این ادامه ی م کنید مشاهده که همانطور

کنیم. ∫پیدا
cosh(

√
x)dx = ٢

∫ √
x︸︷︷︸

u

cosh(
√
x)

٢
√
x

dx︸ ︷︷ ︸
dv

=

٢(
√
x sinh(

√
x)−

∫
sinh

√
x

٢
√
x

dx) = ٢
√
x sinh(

√
x)− ٢ cosh(

√
x) + c

.٢∫
ex cos xdx

∫پاسخ.
ex︸︷︷︸
u

cos xdx︸ ︷︷ ︸
dv

=

uv −
∫

vdu = ex sinx−
∫

ex︸︷︷︸
u

sinxdx︸ ︷︷ ︸
dv

=

ex sin x− (uv −
∫

vdu) = ex sin x− ex(− cos x)−
∫

cos xexdx

⇒ ٢
∫

ex cos xdx = ex(sinx+cosx) ⇒
∫

ex cosxdx =
ex

٢
(sinx+cosx)+c

١



.٣∫
sec٣ xdx

∫پاسخ.
sec٣ xdx =

∫
١

cos٣ x
dx =

∫
١

cosx︸ ︷︷ ︸
u

× ١
cos٢ x

dx︸ ︷︷ ︸
dv

=

uv −
∫

vdu =
١

cosx
× tanx−

∫
tan x

sin x

cos٢ x
dx =

sinx

cos٢ x
−
∫

sin٢ x

cos٣ x
dx =

sin x

cos٢ x
−
∫

١ − cos٢ x

cos٣ x
dx =

sinx

cos٢ x
−
∫

١
cos٣ x

dx+

∫
١

cosx
dx︸ ︷︷ ︸

=F

=

کرده ایم. محاسبه قبل جلسه ی در را F

⇒ ٢
∫

sec٣ dx =
sin x

cos٢ x
+ F

⇒
∫

sec٣ dx =
sinx
cos٢ x

+ F

٢
که دیدیم قبل جلسه در

F (x) = tan−١(sin(x))

∫پس
sec٣ dx =

sinx
cos٢ x

+ tan−١(sin(x))

٢

دهید: قرار یعن کنید؛ حل کمان نصف متغیر تغییر با را فوق انتگرال .٢ تمرین

t = tan(
x

٢
)

cos(x) =
١ − t٢

١ + t٢

dx =
٢

١ + t٢dt

م شود: محاسبه زیر صورت به نیز sin تابع بالا، متغیر تغییر در

sin(x) =
٢t

١ + t٢ .

٢



.۴∫
sin٢ xdx

∫پاسخ.
sin٢ xdx =

∫
١ − cos ٢x

٢
=

١
٢
x− sin ٢x

۴
+ c

.٣ توجه

cos٢ x =
١ + cos ٢x

٢

sin٢ x =
١ − cos ٢x

٢

.۵

.۴ ∫تمرین
cos٢(x)dx

.۶∫ √
x٢ + ٩

x = متغیرِ تغییر از م توان شود، ظاهر انتگرال در
√
x٢ + a٢ هرگاه که گفتیم پاسخ.

کرده ایم: امتحان را راه دو هر زیر در کرد. استفاده x = a tan(t) یا a sinh(t)

اول. راه

x = ٣ sinh t ⇒ dx = ٣ cosh tdt∫ √
x٢ + ٩dx =

∫ √
٩ sinh٢ t+ ٣)×٩ cosh tdt) =

∫ √
٩ cosh٢ t×(٣ cosh t)dt =∫

(٣ cosh t)(٣ cosh t)dt = ٩
∫

١ + cosh ٢t
٢

dt =
٩
٢
t+

٩ sinh(٢t)
۴

٣



٩
٢
sinh−١(

x

٣
) +

٩
۴
sinh(٢ sinh−١(

x

٣
))

دوم. راه

x = ٣ tan t ⇒ dx = ٣ ١
cos٢ t

dt∫ √
x٢ + ٩dx =

∫ √
٩ tan٢ t+ ٩×(

٣
cos٢ t

)dt =

∫
٣

cos t
× ٣
cos٢ t

dt =

∫
٩ sec٣(t)dt

کرده ایم: محاسبه را
∫
sec٣(x)dx جلسه، همین در

٩
∫

sec٣(t)dt = ٩(
sin t
cos٢ t

+ tan−١(sin t)

٢
) =

٩
sin(tan−١(x٣ ))

cos٢(tan−١(x٣ ))
+ tan−١(sin(tan−١(x٣ )))

٢

مثلثات متغیر تغییر از استفاده با انتگرال محاسبه ی روش ادامه ی

باشیم: داشته باید باشد.
√
a٢ − x٢ عبارت شامل انتگرال زیر عبارت کنید فرض

a٢ − x٢ ⩾ ٠ ⇒ x ∈ [−a, a]

که آنجا از

−١ ≤ sin(t) ≤ ١

داریم

−a ≤ a sin(t) ≤ a

م دهیم: قرار

x = a sin t − π

٢
⩽ t ⩽ π

٢
آنگاه

√
a٢ − x٢ =

√
a٢ − a٢ sin٢ t = a cos t

dx = a cos tdt

۴



دامنه، این در که است این گرفته ایم نظر در t برای را (−π
٢ ,

π
٢ ) دامنه ی که این علت که کنید توجه

[−a, a] بازه ی در دقیقاً x دامنه، این در t کردن حرکت با و است ی به ی و صعودی sin تابع

م کند. حرکت

و است صعودی اکیداً tanh(x) تابع که آنجا از دوم. روش

∀x − ١ ≤ tanh(x) ≤ ١

داریم

−a ≤ a tanh(x) ≤ a

م کنیم: استفاده زیر متغیر تغییر از پس،

x = tanh t

√
a٢ − x٢ =

√
a٢ − a٢ tanh٢ t =

a

cosh t

آورید. بدست را زیر اولیه ی تابع .۵ ∫مثال √
۴ − x٢

x

پاسخ.

x = ٢ sin t ⇒ dx = ٢ cos tdt

√
۴ − x٢ = ٢ cos t∫

٢ cos t

٢ sin t
× (٢ cos t)dt = ٢

∫
cos٢ t

sin t
dt

٢
∫

١
sin t

dt− ٢
∫

sin tdt∫
١

sin t
dt =

∫
sin t

sin٢ t
dt =

∫
sin t

١ − cos٢ t
dt

u = cos t ⇒ du = − sin tdt∫
sin t

١ − cos٢ t
dt =

∫
−du

١ − u٢ = . . .

۵



کنید. حساب را زیر انتگرال های .۶ ∫تمرین √
a٢ + x٢dx

∫ √
a٢ − x٢dx

دوم کوئیز برای آمادگ ایجاد ٢

و باشد مشتق پذیر (a, b) در و باشد پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع اگر .٧ یادآوری

∀x ∈ (a, b) f ′(x) > ٠

است. صعودی [a, b] در f آنگاه

c چون عددی میانگین، مقدار قضیه ی به بنا ،x١ > x٠ اگر آنگاه ،x٠ ∈ [a, b] کنید فرض علت:

که طوری به است موجود نظر مورد بازه ی در

f(x١)− f(x٠)

x١ − x٠
= f ′(c) > ٠ ⇒ f(x١) > f(x٠)

f تابع مشتق (c − δ, c) همسای در اگر باشد. (a, b) در بحران نقطه ی ی c کنید فرض

به است. f تابع برای نسبی مینیمم ی c آنگاه باشد، مثبت تابع مشتق (c, c+ δ) در و باشد منف

ماکزیمم ی c باشد، منف (c, c + δ) در و باشد مثبت تابع مشتق (c − δ, c) در اگر مشابه طور

ول باشد، پذیر مشتق c نقطه ی در f تابع که نیست نیاز شرایط این در که کنید توجه است. نسبی

م شود. صفر c نقطه ی در آن مشتق باشد، مشتق پذیر اگر

بر f که دهید نشان است. مفروض f(x) = ٣x+ sin٣ x ضابطه ی با f : R → R تابع .٨ مثال

کنید. محاسبه را (f−١)′(٣π) و است مشتق پذیر آن وارون تابع و است وارون پذیر R

داریم: است. R کل شده یاد تابع دامنه ی اولا پاسخ.

∀x ∈ R f ′(x) = ٣ + ٣ sin٢ x cosx

∀x ∈ R f ′(x) > ٠

۶



پیوسته تابع و موجود f−١ پس است پیوسته همچنین تابع این است. صعودی اکیداً f تابع پس

قضیه ی به بنا است. مشتق پذیر خود دامنه ی نقاط تمام در f−١ تابع f ′(x) > ٠ که آنجا از است.

داریم: وارون تابع مشتق

(f−١)′(٣π) = ١
f ′(π)

=
١
٣

و باشد مشتق پذیر R بر f تابع کنید فرض .٩ مثال

∀x ∈ R f ′(x) = f(x)

که دهید نشان

∃c f = cex.

کنید: تعریف پاسخ.

G(x) =
f(x)

ex

داریم

G′(x) =
f ′(x)ex − exf(x)

e٢x = ٠

یعن است. ثابت تابع ی G پس

∃c G = c ⇒ f(x)

ex
= c ⇒ f(x) = cex

و باشد مشتق پذیر f : R → R کنید فرض .١٠ مثال

∀x f ′(x) =
٢x٣

١ + x۶

که دهید نشان .f(٠) = ٠ و

∀x ∈ R f(x) ⩽ |x|

٧



به را x < ٠ حالت برای م ح اثبات و م کنیم ثابت را م ح x > ٠ برای فقط اینجا در پاسخ.

که م دهیم نشان م گذاریم. دانشجو عهده ی

∀x > ٠ f(x) ⩽ x

ر دی بیان به

∀x > ٠ x− f(x)︸ ︷︷ ︸
g(x)

⩾ ٠

داریم

g(٠) = ٠

g′(x) = ١ − f ′(x) = ١ − ٢x٣

١ + x۶ =
١ + x۶ − ٢x٣

١ + x۶︸ ︷︷ ︸
⩾١

=
(x٣ − ٢(١

١ + x۶ ≥ ٠

م گیریم نتیجه است، صعودی تابع که این و g(٠) = ٠ که آنجا از است. صعودی g(x) تابع پس

که

∀x > ٠ g(x) ⩾ ٠

پس

∀x > ٠ f(x) ⩽ x

کنید). مشخص را آنها کنید(اکسترمم های رسم را زیر توابع مشتق، تحلیل از استفاده با .١١ تمرین

f(x) = (١ + x)
٢

١+x

f(x) = |x|x

f(x) = x(١ − x)
٢
۵

کرده ایم: رسم بالا) ترتیبِ همان (به را شده خواسته نمودارهای زیر در

٨



و مشتق پذیر، (٠,∞) بر و باشد پیوسته [٠,∞) بر f : [٠,+∞) → R کنید فرض .١٢ مثال

که بدانیم

∀x ∈ (٠,∞) f ′(x) ⩾ ٢x

دهید نشان .f(٠) = ١ و

∀x f(x) ⩾ x٢ + ١

پاسخ.

f(x) ⩾ x٢ + ١ ⇔ f(x)− (x٢ + ١)︸ ︷︷ ︸
g(x)

⩾ ٠

f(٠) = ١ ⇒ g(٠) = ٠

g′(x) = f ′(x)− ٢x

داریم: g(٠) = ٠ که آنجا از و است صعودی تابع g تابع f ′(x) ⩾ ٢x که جا آن از

∀x g(x) ≥ ٠.

٩
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