
چهارم و بیست جلسه ی ١

بیابید. را زیر اولیه توابع .١ مثال

.١∫
tanh xdx

∫پاسخ.
tanh xdx =

∫
sinhx

cos x
dx

داریم: متغیر تغییر از استفاده با

u = cosh x ⇒ du

dx
= sinh x ⇒ du = sinh xdx

م کنیم: ذاری جای بالا انتگرال ∫در
sinhx

coshx
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ c = ln | coshx|+ c = ln coshx+ c

است. صفر مساوی یا بزرگتر همواره coshx

.٢∫
ex

ex + ١
dx

م کنیم: استفاده زیر متغیر تغییر از پاسخ.

u = ex + ١ ⇒ du = exdx

م کنیم: ذاری جای انتگرال ∫در
ex

ex + ١
dx =

∫
du

u
= ln |u|+ c = ln |ex + ١|+ c = ln(ex + ١) + c

.٣∫
dx√

e٢x + ١

١



م کنیم: استفاده زیر متغیر تغییر از پاسخ.

u =
√
e٢x + ١ ⇒ du =

٢e٢x

٢
√
e٢x + ١

dx ⇒ dx =
٢
√
e٢x + ١
٢e٢x du

و

u٢ = e٢x + ١ ⇒ e٢x = u٢ − ١

∫پس
dx√

e٢x + ١
=

∫ u
u١−٢

u
du =

∫
١

u٢ − ١
du = − tanh−١(u)+c = − tanh−١(

√
e٢x + ١)+c

.٢ ∫توجه
f(x)g(x) ̸=

∫
f(x)dx×

∫
g(x)dx

∫دلیل:
f(x)dx = F ⇒ F ′ = f(x)∫
g(x)dx = G ⇒ G′ = g(x)

(F ·G)′ ̸= f(x)× g(x)

(F ·G)′ = F ′G+G′F = f(x)G+ g(x)F∫
(f(x)G+ g(x)F )dx = FG+ c

.٣ یادآوری

d(uv) = udv + vdu

کنید. انتگرال گیری رابطه این طرف دو از

uv =

∫
udv +

∫
vdu+ c∫

udv = uv −
∫

vdu+ c∫
vdu = uv −

∫
udv + c

م خوانیم. جزءبه جزء یریِ انتگرال روش را بالا روش

٢



.۴∫
xe٢xdx

: که م دانیم پاسخ.

(e٢x)′ = ٢e٢x

اگر حال

v =
x

٢
و

du = ٢e٢xdx ⇒ u = e٢x

∫آنگاه
xe٢xdx =

∫
(
x

٢
)(٢e٢xdx) =

∫
vdu∫

vdu = uv −
∫

udv = (e٢x)(
x

٢
)−

∫
e٢x(

١
٢
)dx =

x

٢
e٢x − ١

۴
e٢x + c

مثال همان در کرد. انتخاب زیرکانه را u, dv باید گاه جزءبه جزء روش در که کنید توجه

م شد: دشوارتر انتگرال محاسبه ی م کردیم، عمل زیر صورت به اگر بالا

u = e٢x

dv = xdx ⇒ v =
x٢

٢∫
e٢xxdx =

∫
udv∫

udv = uv −
∫

vdu = e٢x(
x٢

٢
)−

∫
x٢

٢
× ٢ × e٢xdx

است! تر سخت راه این

.۵∫
x sin xdx

٣



∫پاسخ.
x︸︷︷︸
v

sinxdx︸ ︷︷ ︸
du∫

vdu = uv−
∫

udv = (− cos x)(x)−
∫
(− cosx)dx = −x cosx+sinx+c

م شد: دشوارتر جواب به رسیدن م کردیم، عمل زیر صورت به ∫اگر
sin(x)︸ ︷︷ ︸

u

xdx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = sin x
x٢

٢
−

∫
x٢

٢
(cosx)dx =?

کنید. محاسبه را
∫
x٢ sinxdx انتگرال .۴ تمرین

.۶∫
lnxdx

∫توجه:
lnxdx ̸= ١

x
+ c(!!)

واقع: ∫در
١
x
dx = ln |x|+ c

∫پاسخ.
lnx︸︷︷︸
u

dx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = ln x× x−
∫

x× ١
x
dx = x lnx− x+ c

۴



∫
lnxdx = x lnx− x+ c

.٧∫
x٢ lnxdx

∫پاسخ.
lnx︸︷︷︸
u

x٢dx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = ln x× (
x٣

٣
)−

∫
x٣

٣
× ١

x
=

x٣

٣
lnx− ١

٩
x٣ + c

.٨∫
sin−١ xdx

∫پاسخ.
sin−١ x︸ ︷︷ ︸

u

dx︸︷︷︸
dv∫

udv = uv −
∫

vdu = sin−١ x× x−
∫

x
١√

١ − x٢
dx︸ ︷︷ ︸

A

A =

∫
x

١√
١ − x٢

dx

u = ١ − x٢ ⇒ du = −٢xdx ⇒ du

−٢
= xdx

A =

∫ du
−٢√
u
= −

√
u = −

√
١ − x٢

داریم: ∫پس
sin−١ xdx = x sin−١ x+

√
١ − x٢ + c

۵



.٩∫
tan−١ xdx

بالا) روش همان به (دقیقاً شما عهده ی به پاسخ.

.١٠∫
e
√
xdx

که م دانیم پاسخ.

(ex)′ =
ex

٢
√
x∫

e
√
xdx =

∫
e
√
x ×

√
x√

x
dx = ٢

∫ √
x︸︷︷︸

u

ex

٢
√
x
dx︸ ︷︷ ︸

dv∫
udv = uv−

∫
vdu = ٢

√
xe

√
x−٢

∫
e
√
x

٢
√
x
dx = ٢

√
xe

√
x−e

√
x+c = ٢e

√
x(
√
x−١)+c

دوم. راه

u = e
√
x ⇒ du =

e
√
x

٢
√
x
dx ⇒ dx =

٢du×
√
x

u

lnu =
√
x ⇒ dx =

٢du× lnu

u∫
e
√
xdx =

∫
٢u lnudu

u
=

∫
٢ lnudu = ٢(u lnu−u+c) = ٢(e

√
x
√
x−e

√
x)+c

.١١∫
secxdx

∫پاسخ.
secxdx =

∫
١

cosx
dx

اول. ∫راه
١

cosx
dx =

∫
cosx

cos٢ x
dx =

∫
cosx

١ − sin٢ x
dx

۶



u = sin x ⇒ dx = cosxdx∫
cos x

١ − sin٢ x
dx =

∫
du

١ − u٢ = tanh−١ u+ c = tanh−١(sinx) + c

کرد. حل را انتگرال این م توان نیز زیر استاندار متغیرِ تغییر از استفاده با دوم. راه

متغیر: تغییر .۵ توجه

t = tan
x

٢

sin x =
٢t

١ + t٢

cosx =
١ − t٢

١ + t٢

کنید. حساب فوق متغیر تغییر از استفاده با را
∫ ١

sinx
dx و

∫ ١
cosx

dx انتگرال های .۶ تمرین

هذلولوی و مثلثات متغیر تغییر با انتگرال محاسبه ی

زیر تابع اگر است، R تمام آنها بردِ و هستند پوشا و ی به  ی توابع sinh و tan توابع که آنجا از

کرد. استفاده م توان زیر متغیر تغییر دو از باشد،
√
a٢ + x٢ صورت به عبارات شامل انتگرال

x = a tan θ − π

٢
< θ <

π

٢
√
a٢ + x٢ =

√
a٢ + a٢ tan٢ θ =

√
a١)٢ + tan٢ θ) =

a

cos θ

یا

x = a sinhx√
a٢ + a٢ sinh٢ x =

√
a١)٢ + sinh٢ x) = a coshx

کنید. محاسبه را
∫

dx
x
√
x٢+۴ انتگرال .٧ مثال

٧



پاسخ.

x = ٢ tan θ ⇒ dx = ١)٢ + tan٢ θ)dθ =
٢

cos٢ θ
dθ∫

dx

x
√
x٢ + ۴

=

∫
٢ cos θdθ

٢ tan θ cos٢ θ × ٢
=

∫
dθ

٢ sin θ
=

١
٢

∫
١

sin θ
dθ∫

١
sin θ

dθ =

∫
sin θ

sin٢ θ
dθ

t = cos θ

− sin θdθ = dt∫
sin θ

sin٢ θ
dθ =

∫
−dt

١ − t٢ = − tanh−١(t) + c = − tanh−١(cos θ) + c∫
dx

x
√
x٢ + ۴

=
١
٢

∫
١

sin θ
dθ = −١

٢
tanh−١(cos θ) + c

θ = tanh−١(
x

٢
)

−١
٢
tanh−١(cos θ) + c = −١

٢
tanh−١(cos(tan−١(

x

٢
))) + c

٨
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