
سوم و بیست جلسه ی ١

حدگیری در مبهم حالات

درباره ی زیادی اطلاعات که ͬ آید م دست به حاصلͬ حدگیری، ساده ی محاسبات از استفاده با گاهͬ

را مبهم حالات است. شده مبهم تابع حد ͬ گوئيم م حالات این در ͬ دهد. نم دست به تابع واقعͬ حد

زیرند: صورت به و است، کرده معرفͬ ١٩ قرن در ک͒شͬ شاگردان از «موانیو»

٠
٠
,
∞
∞
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نیست. مبهم ٠∞ .١ توجه

قاعده ی عموماً ∞
∞ و ٠

٠ حالاتِ در پذیرد. صورت ابهام رفع باید توابع، واقعͬ حد کردن پیدا برای

ͬ افتد. م کارگر ابهام رفع برای لُپتال

لُپیتال قاعده ی

بودنِ بی نهایت یا وجود صورت در آنگاه limx→a
f(x)
g(x)

= ∞
∞ یا limx→a

f(x)
g(x)

= ٠
٠ اگر

داریم limx→a
f ′(x)
g′(x)

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)

درستند. نیز ͬ کند م میل بی نهایت به x که زمانͬ برای فوق حدهای

ک͒شͬ میانگین مقدار قضیه ی به کارگیریِ با پیش، جلسه ی در ٠
٠ حالتِ برای را لُپیتال قاعده ی .٢ توجه

١ ͬ شود. نم نتیجه مستقیم طور به ٠
٠ حالت از و دارد دیͽری اثبات به نیز ∞

∞ حالتِ کردیم. ثابت
کرد: عمل زیر صورت به باید ٠

٠ به ∞
∞ حالتِ تبدیل برای زیرا ١

f

g
=

∞
∞

١
g
١
f

ͬ آیند: م در زیر صورت به نیز مخرج و صورت مشتقهای صورت این در اما

−g′

g٢

−f ′

f٢

١



١∞ از ابهام رفع

ͬ آید: م دست به زیر رابطه ی از x = ١ نقطه ی در ln(x) تابع مشتق که کرده ایم ثابت قبلا́ .٣ توجه

lim
x→١

lnx

x− ١
= ١

آن گاه باشد، دلخواه تابع ͷی f کنید فرض .۴ توجه

lim
x→١

f(x) ln(x) = lim
x→١

f(x)
lnx

x− ١
(x− ١) = lim

x→١
f(x)(x− ١)

محاسبه ی برای .limx→a g(x) = ∞ و limx→a f(x) = ١ کنید فرض .۵ توجه

کرد: عمل زیر روش دو از ͬͺی به ͬ توان م limx→a f(x)
g(x)

.١

f(x)g(x) = eg(x) ln f(x)

lim
x→a

f(x)g(x) = elimx→a g(x) ln f(x)

.٢

lim
x→a

f(x)g(x) = elimx→a(g(x))(f(x)−١)

داریم قبل، توجه به بنا و f(x) → ١ که آنجا از علت:

lim
x→a

g(x) ln f(x) = lim
x→a

g(x)(f(x)− ١)

کنید. حساب را زیر حدهای .۶ مثال

.١

lim
x→∞

(١ +
١
x
)x

زیر صورت به و است مبهم پس است ١∞ حد این که دریافت ͬ توان م راحتͬ به پاسخ.

کرد: ابهام رفع ͬ توان م

lim
x→∞

(١ +
١
x
)x = elimx→∞ x(١+ ١

x
−١) = e١ = e

نیست. لُپیتال قاعده ی صورت این، و

٢



.٢

lim
x→∞

(١ − ١
x
)x

پاسخ.

lim
x→∞

(١ − ١
x
)x = elimx→∞ x(١− ١

x
−١) = e−١ =

١
e

.٣

lim
x→∞

(١ +
١

ax+ b
)cx+d a, c ̸= ٠

پاسخ.

lim
x→∞

(١ +
١

ax+ b
)cx+d = elimx→∞(١+ ١

ax+b
−١)(cx+d) = elimx→∞

cx+d
ax+b = e

c
a

.۴

lim
x→٠

x− sin x

x٣

داریم ٠ نقطه ی اطراف در که ͬ دانیم م sin تابع تیلورِ بسط به بنا اول: حل راه پاسخ.

x− sinx ≡ −x٣

٣!
+

x۵

۵!
− x٧

٧!

کرد. محاسبه راحتͬ به را حد ͬ توان م بالا، مقدار جایͽذاری با

توابع و limx→٠ x
٣ = ٠ و limx→٠ x − sinx = ٠ که ͬ دانیم م (لُپیتال) دوم. حل راه

بهره جست: لُپیتال قاعده ی از ͬ توان م پس مشتق پذیرند، دو هر مخرج و صورت

lim
x→٠

x− sin x

x٣
لُپیتال
= lim

x→٠

١ − cosx

٣x٢
لُپیتال
= lim

x→٠

sinx

۶x
لُپیتال
= lim

x→٠

cos x

۶
=

١
۶

.۵

lim
x→١

lnx

x٢ − ١

٣



پاسخ.

lim
x→١

lnx

x٢ − ١
= lim

x→١

lnx

x− ١︸ ︷︷ ︸
limx→١

ln x
x−١=١

١
x+ ١

= lim
x→١

١
١ + x

=
١
٢

لُپیتال: از استفاده با حل راه

lim
x→١

lnx

x٢ − ١
= lim

x→١

١
x

٢x
= lim

x→١

١
٢x٢ =

١
٢

.۶

lim
x→٠

١ − cosx

x٢

شما. عهده ی به پاسخ.

.٧

lim
x→٠

esinx − ١
x

است. صفرم صفر نوع از مبهم بالا حد که دریافت ͬ توان م راحتͬ به پاسخ.

lim
x→٠

esinx − ١
x

= lim
x→٠

(cosx)esinx

١
= ١

.٨

lim
x→٠

|x|x − ١
x

پاسخ.

۴



است. شده اثبات قبلا limx→٠ |x|x = ١ .٧ توجه

lim
x→٠

|x|x − ١
x

= lim
x→٠

ex ln |x| − ١
x

ln |x| =

lnx x > ٠

ln(−x) x < ٠
⇒ (ln |x|)′ =


١
x

x > ٠

−١ × ١
x
= ١

x
x < ٠

آنگاه x ̸= ٠ اگر پس

(ln |x|)′ = ١
x

lim
x→٠

ex ln |x| − ١
x

= lim
x→٠

(ln |x|+ ١
x
x)ex ln |x|

١
A = lim

x→٠
(ln |x|+ ١)ex ln |x|

lim
x→٠

x ln |x| = lim
x→٠

x lnx = lim
t→−∞

et × t = lim
u→∞

−u

eu
= ٠

lim
x→٠

ex ln |x| = ١

lim
x→٠

(ln |x|+ ١) = ∞

داریم: نتیجه در

lim
x→٠

A = ∞

اولیه تابع بحث ادامه ی

هرگاه I بازه ی در است f تابع برای اولیه تابع ͷی F تابع ͬ گوییم م .٨ یادآوری

∀x ∈ I F ′(x) = f(x).

۵



f برای اولیه تابع ͷی هم F + c تابع̧ ،c ثابت هر برای آنگاه باشد، f برای اولیه تابع ͷی F اگر

ͬ نویسیم: م حالت این در ٢ ∫است.
f(x)dx =

∫
F ′(x)dx = F (x) + c

داریم آنگاه u = f(x) کنید فرض دیͽر، بیان به

du = f ′(x)dx

∫و
du = u+ c

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های .٩ مثال

.١

∀n > ٠
∫

xndx =
xn+١

n+ ١
+ c

.٢

∀n > ٠ n
√
xdx =

∫
x

١
ndx =

xn+١

١
n
+ ١

=
x

n+١
n

n+١
n

=
n

n+ ١
n
√
xn+١

.١٠ توجه

( n
√
x)′ = (x

١
n )′ =

١
n
x

١
n
−١ =

١
n
x

١−n
n =

١
n

n
√
xn−١

∫بنابراین:
١

n
n
√
xn−١

dx = n
√
x+ c

.٣∫
١

٢
√
x
dx =

√
x+ c

.۴∫
exdx = ex + c

است. F + c شͺل̞ به لزوماً f برای اولیه ای تابع  هر که کرده  ایم ثابت جلسه، همین ادامه ی در ٢

۶



F تابع̧ هم
∫
f(x)dx حاصل̞ که است ممͺن آیا که بپرسد خود از زیرک دانشجوی شاید

مشتقͬ دو هر G و F توابع̧ که است ممͺن آیا دیͽر عبارت به ؟ G دیͽرِ تابع ͷی هم و بشود

اگر که است این سوال این پاسخ باشند؟  داشته f با برابر

∀x ∈ I F ′(x) = G′(x)∫
f(x)dx حاصل̞ پس .F (x) = G(x)+ c که طوری به است، موجود c چون ثابتͬ آنگاه

کرده ایم: ثابت زیر در را بالا گفته ی است. F (x) + c صورت به باشد، چه هر

یعنͬ G′(x) = f(x) و F ′(x) = f(x) کنید فرض .١١ یادآوری

∀x F ′(x) = G′(x)

آنگاه

(F −G)′(x) = F ′(x)−G′(x) = ٠

یعنͬ است ثابتͬ تابع F −G پس

∃c F = G+ c

.۵∫
١√

١ − x٢
dx = sin−١ x+ c

.۶∫
١√

١ + x٢
dx = sinh−١(x) + c

(sinh−١(x))′ =
١√

١ + x٢
ادعˁا.

وارون. تابع مشتق قضیه ی به بنا است. مشتق پذیر و صعودی R در sinhx تابع

آنگاه y = sinh x باشیم داشته اگر

(sinh−١(y))′ =
١

(sinh)′(x)
=

١
cosh(x)

.١٢ یادآوری

cosh٢ x− sinh٢ x = ١

٧



پس
١

cosh(x)
=

١√
١ + sinh٢ x

نتیجه

(sinh−١(y))′ =
١

١ + y٢

∫پس
١√

١ + x٢
dx = sinh−١(x) + c

کرده ایم: رسم آبی و قرمز رنگهای با ترتیب به را sinh−١ و sinh نمودارهای زیر در

.٧∫
١√

x٢ − ١
dx = cosh−١(x) + c

داریم: پس y = cosh x که آنجا از است. صعودی x > ٠ در coshx تابع اثبات.

(cosh−١(y))′ =
١

(cosh)′(x)
=

١
sinhx

=
١√

١ − cosh٢ x
=

١√
y٢ − ١

٨



:cosh, cosh−١ نمودارهای

.٨∫
sin(ax)dx = −١

a
cos(ax) + c

.٩∫
cos(ax)dx =

١
a
sin(ax) + c

.١٠∫
١

١ + x٢dx = tan−١(x) + c

پس y = tanx داریم که آنجا از اثبات.

(tan−١(y))′ =
١

(tan)′(x)
=

١
١ + tan٢ x

=
١

١ + y٢

٩



:tan−١ تابع نمودار

.١١∫
١

١ − x٢dx = tanh−١(x) + c

داریم x ∈ (−١, ١) برای وارون، تابع مشتق قضیه ی به بنا اثبات.

(tanh−١)′(x) =
١

١ − x٢

:tanh−١ تابع نمودار

١٠



.١٢∫
١
x
dx = ln |x|+ c

که گفتیم بالا در .١٣ ∫توجه
١

١ − x٢dx = tanh−١(x) + c

کنیم: محاسبه دیͽری روش به را فوق انتگرال ͬ خواهیم م زیر ∫در
١

١ − x٢dx =
١
٢

∫
(

١
١ − x

+
١

١ + x
)dx

زیرا
١

١ − x
+

١
١ + x

=
١ + x+ ١ − x

١ − x٢ =
٢

١ − x٢

∫پس
١

١ − x٢dx =
١
٢

∫
١

١ − x
dx+

١
٢

∫
١

١ + x
dx

داریم: u = ١ − x متغیر تغییر از استفاده با

du = −dx

١١



∫پس
١

١ − x
dx =

∫
−du

u
= −

∫
du

u
= − ln |u|

داریم: ∫پس
١

١ − x
dx = − ln |١ − x|

دهید: قرار حال

t = ١ + x ⇒ dt = dx

١
١ + x

dx =

∫
dt

t
= ln |t| = ln |١ + x|

∫پس
١

١ − x٢dx =
١
٢
ln |١ + x| − ١

٢
ln |١ − x|+ c.

طرفͬ: از که است شده اینگونه ∫پس
١

١ − x٢dx = tanh−١(x) + c

دیͽر طرفͬ از ∫و
١

١ − x٢dx =
١
٢
ln |١ + x| − ١

٢
ln |١ − x|+ c.

داریم: است، یͺتا c ثابت ͷی پیمانه ی به انتگرال، حاصل که آنجا از

(tanh−١)(x) =
١
٢
ln |١ + x

١ − x
|+ c

که کرده ایم ثابت پس .c = ٠ که ͬ بینیم م x = ٠ دادن قرار با

(tanh−١)(x) =
١
٢
ln |١ + x

١ − x
|

.١۴ ∫توجه
du = u+ c

u = f(g(x)) ⇒ du = g′(x)f ′(g(x))dx∫
g′(x)f ′(g(x))dx = f(g(x)) + c

١٢



کنید. محاسبه را زیر انتگرال .١۵ ∫مثال
x٢

١ + x٣

پاسخ.

t = ١ + x٣ ⇒ dt = ٣x٢dx ⇒ x٢dx =
dt

٣∫
x٢

١ + x٣dx =

∫
dt

٣t
=

١
٣

∫
dt

t
=

١
٣
ln |t|+ c =

١
٣
ln |١ + x٣|+ c

کنید. محاسبه را زیر انتگرال .١۶ ∫مثال
tanxdx

∫پاسخ.
tanxdx =

∫
sin x

cos x
dx

داریم: t = cos x متغیر تغییر از استفاده با

dt = − sin xdx∫
tanxdx =

∫
sin x

cos x
dx =

∫
−dt

t
= −

∫
dt

t
= − ln |t|+ c = − ln | cosx|+ c

آموخته ایم: جلسه دراین که مهم انتگرال چند

•∫
١√

١ − x٢
dx = sin−١ x+ c

•∫
١√

١ + x٢
dx = sinh−١(x) + c

١٣



•∫
١√

x٢ − ١
dx = cosh−١(x) + c

•∫
١

١ + x٢dx = tan−١(x) + c

•∫
١

١ − x٢dx = tanh−١(x) + c

١۴
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