
دوم و بیست جلسه ی ١

مشتق پذیری و وارون تابع

که بدانیم و باشند مشتق پذیر توابعͬ دو هر f و g تابع کنید فرض

∀x g(f(x)) = x

داریم: طرفین از مشتق گیری با آنگاه

f ′(x)× g′(f(x)) = ١

پس

g′(f(x)) =
١

f ′(x)

داریم: y٠ = f(x٠) نقطه ی در آنگاه است، مشتق پذیر ( f تابع (وارون f−١ که بدانیم اگر پس

(f−١)′(y٠) =
١

f ′(x٠)

کرد. بررسͬ نقاط برخͬ در را f−١ مشتق پذیری ͬ توان م آن، طبق که ایم کرده ارایه ͬͺمح زیر در

و صعودی موجود، f−١ (پس باشد صعودی اکیداً و پیوسته تابعͬ f : I → R کنید فرض .١ قضیه

مشتق پذیر x٠ ∈ I نقطه ی در f اگر باشد. f وارون تابع f−١ : J → I کنید فرض است). پیوسته

داریم: و است مشتق پذیر y٠ = f(x٠) نقطه ی در f−١ آنگاه f ′(x٠) ̸= ٠ و باشد

(f−١)′(y٠) =
١

f ′(x٠)

١



کنید. تعریف زیر صورت به را H تابع است. مشتق پذیر x٠ در f که ͬ دانیم م اثبات.

H(x) =


f(x)−f(x٠)

x−x٠
x ̸= x٠

f ′(x٠) x = x٠

داریم: همچنین است. پیوسته x٠ نقطه ی در H تابع

x ̸= x٠ ⇒ f(x)− f(x٠) = H(x)(x− x٠) (∗)

باشد: موجود زیر حدّ باید باشد، مشتق پذیر y٠ در f−١ آنکه برای .٢ توجه

lim
y→y٠

f−١(y)− f−١(y٠)

y − y٠

داریم: . x٠ = f−١(y٠) و x = f−١(y) دهید قرار (∗) رابطه ی در

f(f−١(y))− f(f−١(y٠)) = H(f−١(y))(f−١(y)− f−١(y٠))

داریم: نتیجه در

y − y٠ = H(f−١(y))(f−١(y)− f−١(y٠))

پس:
f−١(y)− f−١(y٠)

y − y٠
=

١
H(f−١(y))

نقطه ی ͬͽهمسای ͷی در H تابع ،H(x٠) = f ′(x٠) ̸= ٠ و است پیوسته تابعͬ H که آنجا از

ͷی در که هایی y برای (حداقل بالا عبارت مخرج در H دادن قرار یعنͬ است، صفر مخالف x٠

داریم: است. بلااشͺال هستند) y٠ از ͷکوچ کافͬ اندازه ی به ̞ͬͽهمسای

lim
y→y٠

f−١(y)− f−١(y٠)

y − y٠
=

١
limy→y٠ H(f−١(y))

است: پیوسته H و است پیوسته و صعودی اکیداً تابعͬ f که آنجا از

lim
y→y٠

١
H(f−١(y))

=
١

H(f−١(y٠))
=

١
f ′(x٠)

٢



بازه ی در اما نیست ͷی به ͷی دامنه ̞ˁک͒ل در f تابع بͽیرید. نظر در را f(x) = sin x تابع .٣ مثال

در sin−١ y بالا ی قضیه به بنا پس است. صعودی اکیداً و مشتق پذیر پیوسته، sin x تابع [−π
٢ ,

π
٢ ]

کنید). دقت بازه بودن باز (به است. مشتق پذیر (−١, ١) بازه ی

دامنه ی در −١ و ١ نقاط بالا، ی قضیه به بنا f ′(−π
٢ ) = ٠ و f ′(π٢ ) = ٠ که آنجا از .۴ توجه

گیرند. نمͬ قرار sin−١ x تابع مشتق پذیری

sin x : [−π

٢
,
π

٢
] → [−١, ١]

sin−١ y : [−١, ١] → [−π

٢
,
π

٢
]

: sin−١ مشتق پذیری علت بالا. مثال بیشتر بررسͬ

قبل قضیه ی به بنا پس است. صفر مخالف (−π
٢ ,

π
٢ ) بازه ی در آن مشتق و است مشتق پذیر sin x

آنگاه y٠ = sin(x٠) اگر بالا، قضیه به بنا است. مشتق پذیر (−١, ١) ی بازه در sin−١ y

∀y٠ ∈ (−١, ١) (sin−١)′(y٠) =
١

sin′(x٠)
=

١
cos(x٠)

=
١√

١ − sin٢(x٠)
=

١√
١ − y٢

٠

٣



داریم بازه این در است، مثبت cos x تابع (−π
٢ ,

π
٢ ) در که جا آن از که کنید توجه

(cos(x) = ±
√

١ − sin٢(x) نوشتیم مͬ باید صورت این غیر (در cos(x) =
√

١ − sin٢(x)

.۵ خلاصه

∀x ∈ (−١, ١) (sin−١)′(x) =
١√

١ − x٢

اولیه تابع

دست به که اندازه همان به دید، خواهیم را آنها آینده درسهای در که دلایلͬ به حساب، در .۶ توجه

است. مهم است، f با برابر تابعͬ چه مشتق اینکه دانستن است مهم تابع ͷی مشتق آوردن

هرگاه ( I بازه ی (در است f تابع اولیˁه ی تابع F ͬ گوییم م .٧ تعریف

∀x ∈ I F ′(x) = f(x)

c از منظور بود. خواهد f برای اولیˁه ای تابع نیز F + c باشد، f برای اولیˁه ای تابع F اگر .٨ توجه

است. ثابت ͷی

ͬ نویسیم: م باشد، f اولیه ی تابع F اگر .٩ نمادگذاری

F + c =

∫
f(x)dx

داریم پس

(F + c)′ = f(x)

گفت. خواهیم بعدی درسهای در را اولیه تابع دادن نشان برای
∫

نماد از استفاده علت

کرده ایم: ثابت بالا در که آنچه بر بنا آنگاه f(x) = ١√
١−x٢ کنید فرض .١٠ ∫مثال

f(x)dx =

∫
١√

١ − x٢
dx = sin−١(x) + c (∀x ∈ (−١, ١))

۴



آن مشتق و است مشتق پذیر و پیوسته نزولͬ، اکیداً [٠, π] بازه ی در f(x) = cosx تابع .١١ مثال

آنگاه y٠ = cos x٠ و y٠ ∈ (−١, ١) اگر پس است. صفر مخالف (٠, π) در

(cos−١)′(y٠) =
١

(cos)′(x٠)
=

١
− sinx٠

= − ١√
١ − cos٢ x

=
١

−
√

١ − y٢
٠

داریم: پس

∀x ∈ (−١, ١)
∫

١
−
√

١ − x٢
dx = cos−١ x+ c

ͬ کنید م مشاهده بالا در که طور ∫همان
١√

١ − x٢
= sin−١(x) + c

∫
− ١√

١ − x٢
= cos−١(x) + c

یعنͬ

(cos−١)′(x) + (sin−١)′(x) = ٠

که طوری به c مانند دارد وجود ثابتͬ که ͬ شود م نتیجه این از که داده ایم نشان زیر در

(cos−١)(x) + (sin−١)(x) = c.

۵



∀x ∈ I F ′(x) = −G′(x) و مشتق پذیرند توابعͬ I بازه ی ͷی Gدر Fو کنید فرض .١٢ توجه

که کرده ایم فرض (پس

∀x ∈ I (F +G)′(x) = ٠

یعنͬ

∀x ∈ I F ′(x) +G′(x) = ٠)

یعنͬ است ثابت تابعͬ F (x) +G(x) آنگاه

F (x) +G(x) = c

است. افتاده cos−١ y و sin−١ y برای اتفاق همین که کنید دقت

کنیم: بیان زیر صورت به را بالا عبارت بیایید

و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f تابع کنید فرض .١٣ لم

∀x ∈ I f ′(x) = ٠.

است. ثابت I بازه ی در f تابع آنگاه

x ∈ I هر برای میانگین مقدار قضیه ی به بنا باشد. دلخواهͬ عدد x٠ ∈ I کنید فرض اثبات.

داریم:

∃c ∈ I
f(x)− f(x٠)

x− x٠
= f ′(c) (∗∗)

ͬ گوید: م ما به قضیه فرض

f ′(c) = ٠

پس

∀x ∈ I f(x) = f(x٠)

.١۴ نتیجه

∀x ∈ (−١, ١) sin−١(x) + cos−١(x) =
π

٢

۶



که کنید توجه نخست

∀x ∈ (−١, ١) (sin−١)′(x) + (cos−١)′(x) = ٠

پس است. ثابت تابعͬ (−١, ١) بازه ی در sin−١ +cos−١ پس

∀x ∈ (−١, ١) sin−١(x) + cos−١(x) = c.

و x ∈ (−١, ١) کنید فرض گفته، این اثبات برای .c = π
٢ واقع، در که داد نشان ͬ توان م راحتͬ به

دهید قرار

t = sin−١(x), u = cos−١(x).

پس

t ∈ [−π

٢
,
π

٢
] sin(t) = x

u ∈ [٠, π] cos(u) = x

یعنͬ

sin(t) = cos(u)

.t+ u = π
٢ پس

٧



میانگین مقدار قضیه ی از کاربرد چند

میانگین). مقدار (قضیه ی ١۵ یادآوری

∃c f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) (∗ ∗ ∗)

کرد: تحلیل زیر صورت به آن مشتق حسب بر را تابع ͷی رفتار ͬ توان م (∗ ∗ ∗) رابطه ی ͷکم با

و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f تابع کنید فرض آ.

∀x ∈ I f ′(x) > ٠

است. اکیداًصعودی I بازه ی در f تابع آنگاه

: x١ > x٠ اگر علت:

∃c ∈ (x٠, x١)
f(x١)− f(x٠)

x١ − x٠
= f ′(c) > ٠

که کرد ثابت ͬ توان م مشابه طور به .f(x١) > f(x٠) پس

است. نزولͬ اکیداً f تابع ∀x ∈ I f ′(x) < ٠ اگر ب.

است. صعودی f تابع ∀x ∈ I f ′(x) ⩾ ٠ اگر ج.

است. نزولͬ f تابع ∀x ∈ I f ′(x) ⩽ ٠ اگر د.

است. ثابت تابع ͷی I بازه ی در f تابع آنگاه ∀x ∈ I f ′(x) = ٠ اگر ھ.

کرده ایم. بیان را میانگین مقدار قضیه ی از ͬ تری کل صورت زیر در

مشتق پذیر. (a, b) بر و باشند پیوسته [a, b] بر g و f کنید فرض ک͒شͬ). میانگین (مقدار ١۶ قضیه

که طوری به ∃c ∈ (a, b) آنگاه

(f(b)− f(a))g′(c) = f ′(c)(g(b)− g(a))

داریم: نشود صفر (a, b) در g′ اگر دیͽر بیان به

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

٨



اثبات.

h := (f(b)− f(a))g(x)− (g(b)− g(a))f(x)

h(b) = f(b)g(b)− f(a)g(b)− g(b)f(b) + g(a)f(b)

h(a) = f(b)g(a)− f(a)g(a)− g(b)f(a) + g(a)f(a)

که کنید توجه

h(a) = h(b)

رˀل قضیه ی به بنا پس

∃c ∈ (a, b) h′(c) = ٠

پس

(f(b)− f(a))g′(c) = (g(b)− g(a))f ′(c)

∃c ∈ (a, x)
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

قاعده، این بر بنا بیندازد. لُپیتال قاعده ی یاد به باید را زیرک خواننده ی بالا، تساوی پایانͬ قسمت

آنگاه limx→a f(x) = limx→a g(x) = ٠ اگر

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)

دقیقتر: بیان به باشد. ∞ یا و موجود چپ سمت حد که صورتͬ در البته

و limx→a f(x) = ٠ و باشند مشتق پذیر I در g و f کنید فرض لُپیتال). (قاعده ی ١٧ قضیه

باشیم داشته a نقطه ی محذوف ͬͽهمسای ͷی در x هر برای کنید فرض و limx→a g(x) = ٠

آنگاه .g′(x) ̸= ٠

آنگاه limx→a
f ′(x)
g′(x)

= l اگر .١

lim
x→a

f(x)

g(x)
= l

٩



آنگاه limx→a
f ′(x)
g′(x)

= ∞ اگر .٢

lim
x→a

f(x)

g(x)
= ∞

است). مشابه کاملا́ نیز x → a− (حالتِ کرده ایم ثابت x → a+ برای را قضیه  زیر در اثبات. طرح

کنید: تعریف زیر صورت به را G و F توابع

F (x) =

f(x) x ̸= a

٠ x = a

G(x) =

g(x) x ̸= a

٠ x = a

ͬ شود م نتیجه این از و limx→a+ f(x) = limx→a+ g(x) = ٠ که است گفته ما به قضیه فرض

برای مشتق پذیرند. (a, a + r) در و پیوسته اند [a, a + r] بازه ی ͷی در بالا در F,G توابع که

داریم: x > a

∃c ∈ (a, x)
F (x)−

٠︷︸︸︷
���F (a)

G(x)−���G(a)︸︷︷︸
٠

=
F ′(c)

G′(c)
=

f ′(c)

g′(c)

پس

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+,c∈(a,x)

f ′(c)

g′(c)
= lim

c→a+

f ′(c)

g′(c)

١٠
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