
دوم جلسه ی

مثالها: ادامه ی

و است ثابت گویای عدد ی r آن در که یرید ب نظر در را an = (rn)n∈N دنباله ی .١ مثال

.limn→∞ an = ٠ که دهید نشان .٠ < r < ١

زیرند صورت به دنباله اول جمله ی چند r = ١
٢ کنیم فرض اگر

١
٢
,

١
٢٢ ,

١
٢٣ , ...

م رسد. نظر به درست م گراید صفر به یادشده دنباله ی که ادعا این بنابراین

که کنیم ثابت باید پاسخ.

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ rn < ϵ

کنید فرض مثبتند. همه دنباله این جملات م دانیم که است این |rn| < ϵ ننوشته ایم که این علت

م دانیم سوال فرض طبق . ١
rn

> ١
ϵ

با است معادل rn < ϵ که کنید توجه باشد. شده داده ϵ > ٠

به است موجود a > ٠ عددِ ی که کنیم فرض م توانیم بنابراین . ١
r
> ١ پس ٠ < r < ١ که

که م خواهیم پس .١
r
= ١ + a که طوری

١
rn

= (
١
r
)
n

= (١ + a)n >
١
ϵ

باشیم: داشته است کاف پس .(١ + a)n ⩾ ١ + na برنول نامساوی به بنا

١ + na >
١
ϵ

که است کاف آن برای و

n >
١
ϵ
− ١
a

.

اگر پس

Nϵ = ⌊
١
ϵ
− ١
a

⌋+ ١

آنگاه

∀n > Nϵ rn < ϵ

١



باشد زیر مجموعه ی اعضای از ی an اگر یعن مااست. نظر مد دنباله بعدِ به aNϵ جمله ی از

aNϵ , aNϵ+١, aNϵ+٢, . . .

.|an| < ϵ آنگاه

.٢ قضیه

آنگاه باشند، را هم دنباله ی دو (bn)n∈N و (an)n∈N کنید فرض آ.

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

که کنیم فرض اثبات.

lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B.

که دهیم نشان باید lim an + bb = A+B که دهیم نشان که این برای

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |(an + bn)− (A+B)| < ϵ

موجود N١
ϵ/٢ ی که م دانیم است A به را هم an که آنجا از باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض

که طوری به است،

∀n > N١
ϵ/٢ |an − A| < ϵ/٢

که طوری به است، موجود N١
ϵ/٢ ی که م دانیم است B به را هم bn که آنجا از همچنین

∀n > N١
ϵ/٢ |bn −B| < ϵ/٢

آنگاه N > max{N١
ϵ/١, N

١
ϵ/٢} اگر پس

∀n > N |(an + bn)− (A+B)| ≤ |an − A|+ |bn −B| ≤ ϵ

٢
+

ϵ

٢
= ϵ.

ب.

∀λ ∈ R lim
n→∞

λan = λ lim
n→∞

an

٢



که کنیم فرض اثبات.

lim
n→∞

an = A.

که دهیم نشان باید

∀ϵ > ٠∃N ∈ N ∀n > N |λan − λA| = |λ||(an − A)| < ϵ.

کنیم. استفاده an دنباله ی رائ هم از و ϵ١ = ϵ
|λ| یریم ب است کاف

آنگاه limn→∞ bn ̸= ٠ اگر ج.

lim
n→∞

an
bn

=
limn→∞ an
limn→∞ bn

که کنیم ثابت باید .limn→∞ an = A و limn→∞ bn = B ̸= ٠ که کنیم فرض اثبات.

∀ϵ > ٠ ∃N ∈ N ∀n > N |an
bn

− A

B
| < ϵ

باشیم داشته که م خواهیم پس

|anB − Abn
Bbn

| < ϵ

م کنیم: اضافه صورت درون به را −AB + AB عبارتِ

|anB − AB + AB − Abn
Bbn

| < ϵ

داریم

|anB − AB + AB − Abn
Bbn

| ≤ |B||an − A|+ |A||bn −B|
|Bbn|

راست، هم bn که آنجا از که کنید توجه باشد. کمتر ϵ از بالا راستِ سمت عبارت است کاف

که طوری به است موجود N١ ی

∀n > N١ |bn −B| < ϵ (∗)

پس

∀n > N١ B − ϵ < bn < B + ϵ (∗∗)

٣



که یافت چنان را M١,M٢ مثبتِ اعداد م توان (∗∗) به بنا

∀n ∈ N M١ < |bn| < M٢ (∗ ∗ ∗).

که است موجود چنان N٢ عددِطبیع پس راست. هم A به an دنباله ی که کنید توجه حال

∀n > N٢ |an − A| < ϵ.

آنگاه n > max{N١, N٢} اگر حال

|an − A| < ϵ, |bn −B| < ϵ

پس
|B||an − A|+ |A||bn −B|

|Bbn|
≤ |B|ϵ+ |A|ϵ

|B|M١
=

(|A|+ |B|)ϵ
|B|M١

که: کرده ایم ثابت اینجا تا است؛ شده تقریباًتمام بحث

که است موجود چنان N ∈ N عددِ ϵ > ٠ هر برای

∀n > N |an
bn

− A

B
| < (|A|+ |B|)ϵ

|B|M١

١ ذارید. ب را |B|M١
|A|+|B|ϵ مقدارِ ϵ جای به بالا، بند در

بیابید. را زیر دنباله های حد .٣ مثال

•

an = lim
n→∞

۴n+٣ + ٧
۵n

پاسخ.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

۴n+٣

۵n
+ lim

n→∞

٧
۵n

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
۴
۵
)n × ۴٣ + lim

n→∞

١
۵n

× ٧ = ٠ + ٠ = ٠

نم آید! امتحان در ١نه!

۴



•

an =
٣n

٢n + ۴n

کنید. تقسیم ۴n بر را مخرج و صورت راهنمایی:

فرض راست. هم شود، فشرده را هم دنباله ی دو میان دنباله ای اگر که م بینیم زیر قضیه ی در

جملات بزرگ کاف به اندازه ی های n برای .an ≤ cn ≤ bn و lim an = L, lim bn = L کنیم

در ناچار به نیز هستند دنباله دو این میان که cn دنباله ی جملات ند. نزدی L به an, bn دنباله های
٢ کرده ایم. اثبات و بیان دقیق را گفته این زیر در م گیرند. قرار L نزدی

و limn→∞ an = limn→∞ bn = L اگر .( (فشردگ ۴ قضیه

∀n ∈ N an ⩽ cn ⩽ bn,

آنگاه

lim
n→∞

cn = L

که کنیم ثابت باید اثبات.

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ |cn − L| < ϵ

م خواهیم یعن

∀ϵ > ٠ ∃Nϵ ∈ N ∀n > Nϵ L− ϵ < cn < L+ ϵ

چنان N١ ∈ N که م دانیم limn→∞ an = L که آنجا از باشد. شده داده ϵ > ٠ که کنیم فرض

که است موجود

∀n > N١ an < L+ ϵ

که است موجود چنان N٢ ∈ N که م دانیم lim bn = L که آنجا از نیز

∀n > N٢ L− ϵ < bn

٢Squeeze Lemma

۵



آنگاه n > max{N١,N٢} اگر پس

Lϵ < bn ≤ cn ≤ an < L+ ϵ.

که کنید ثابت فشردگ قضیه ی از استفاده با .۵ مثال

lim
n→∞

٢n

n!
= ٠

داریم پاسخ.

٠ ⩽ ٢n

n!
=

بار n︷ ︸︸ ︷
٢ × ٢ × ٢ × ...× ٢
١ × ٢ ××...× n︸ ︷︷ ︸

≥٣×...×٣

⩽ ٢ × ٢n−٢

٣n−٢ = ٢ × (
٢
٣
)n−٢

فشردگ به بنا پس م کنند، میل صفر به دو هر ٢ × (٢
٣)

n−٢ دنباله ی و ٠ ثابتِ دنباله ی

lim
٢n

n!
= ٠.

.limn→∞
an

n!
= ٠ داریم a > ٠ هر برای که م دهد نشان بالا اثبات همان .۶ توجه

م شود یافت چنان N ∈ N ی دلخواه، ϵ > ٠ هر برای limn→∞
٢n

n!
= ٠ که آنجا از .٧ توجه

که

∀n > N
٢n

n!
< ϵ

یعن

∀n > N ٢n < ϵn!

کرده ایم. صحبت درباره اش که است رشد» «نرخ  همان تقریباً این و

که دهید نشان و an = n
√
n دهید قرار .٨ مثال

lim
n→∞

an = ١

۶



زیرند: صورت به دنباله اول جمله ی چند پاسخ.

١
√

٢ ٣
√

٣ ۴
√

۴ ...

داریم

an = n
√
n ⩾ n

√
١ = ١

نوشت م توان پس

an = ١ + bn bn ⩾ ٠

limn→∞ bn = ٠ که م دهیم نشان

an = n
√
n = ١ + bn ⇒ n = (١ + bn)

n = ١ + nbn +

(
n

٢

)
b٢
n + ...

⇒ n ⩾
(
n

٢

)
b٢
n =

n(n− ١)
٢

b٢
n

⇒ b٢
n ⩽ ٢

n− ١
⇒ ٠ ⩽ bn ⩽

√
٢

n− ١
فشردگ به بنا

lim
n→∞

bn = ٠

که دهید نشان an = n
√

١ + ٢n اگر .٩ مثال

lim
n→∞

an = ٢

پاسخ.

an = n
√

١ + ٢n ⩾ n
√

٢n = ٢ ⇒ an ⩾ ٢ ⇒ an
٢

⩾ ١

(an)
n = ١ + ٢n ⇒ (

an
٢
)٢ =

١
٢n

+ ١

١ ⩽ an
٢

⩽ (
an
٢
)n︸ ︷︷ ︸

limn→∞(an٢ )n=١

lim
n→∞

an
٢

= ١ ⇒ lim
n→∞

an = ٢

٧



هرگاه م خوانیم کراندار را (an) دنباله ی کراندار). (دنباله ی ١٠ تعریف

∃M ∈ N ∀n ∈ N |an| < M

یعن

∀n ∈ N −M < an < M.

است. کراندار را هم دنباله ی هر مشاهده.

an 7→ L

ϵ =
١
٢

∃Nϵ ∀n > Nϵ |an − L| < ١
٢

⇒ ∀n > Nϵ L− ١
٢
< an < L+

١
٢

راست. هم ول نیست کراندار (−١)n .١١ توجه

پائین کراندار از و نزول دنباله ی هر (و راست هم کراندار بالا از و صعودی دنباله ی هر .١٢ قضیه

راست). هم

ترین کوچ وجودِ راست. هم خود بالای کرانِ ترین کوچ به بالاکراندار از و صعودی دنباله ی ی

م کند: تضمین حقیق اعدادِ در تمامیت اصل را بالا کرانِ

است. بالا کران ترین کوچ دارای ، حقیق اعدادِ از کراندار زیرمجموعه ی هر .١٣ توجه

است؟ درست هم گویا اعدادِ درباره ی گفته ایم بالا در آنچه آیا

راست. هم an =
∑n

k=١
١
k!

دنباله ی که دهید نشان .١۴ مثال

زیرند: صورت به دنباله اول جمله ی چند پاسخ.

a١ = ١ a٢ = ١ +
١
٢!

a٣ = ١ +
١
٢!

+
١
٣!

که کنید دقت

an − an−١ =
١
n!

⩾ ٠

٨



است. کراندار بالا از یادشده دنباله ی که دهیم نشان است کاف است. صعودی (an) دنباله ی یعن

an =
n∑

k=١

١
k!

= ١+ ١
٢!

+
١
٣!

+ ...+
١
n!

⩽ ١+ ١
٢
+

١
٢ × ٢

+
١

٢ × ٢ × ٢
+ ...+

١
٢n−١

an ⩽ (
١
٢
)٠ + (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + ...+ (

١
٢
)n−١︸ ︷︷ ︸

=
١−( ١

٢ )n

١− ١
٢

=
١−( ١

٢ )n

١
٢

=١)٢−( ١
٢ )

n)⩽٣

که را این بعد جلسات در

(
١
٢
)٠ + (

١
٢
)١ + (

١
٢
)٢ + ...+ (

١
٢
)n−١ =

١ − (١
٢)

n

١ − ١
٢

کرد. خواهیم ثابت

که دادیم نشان جلسه این در

.limn→∞ rn = ٠ داریم ٠ < r < ١ حقیق عددِ هر برای •

.limn→∞
n
√
n = ١ •

راست. هم an =
∑n

k=١
١
k!

دنباله ی •

داریم a > ٠ هر برای •

lim
n→∞

an

n!
= ٠.

٩


