
هجدهم جلسه ی ١

a ∈ I و باشد مشتق پذیر بار بی نهایت I بازه ی در f تابع اگر که دیدیم قبل جلسه ی در .١ یادآوری

داریم: I بازه ی در x > a هر برای آنگاه

∃c ∈ (a, x) f(x) = f(a) + f ′(c)(x− a)

∃c ∈ (a, x) f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(c)

٢
(x− a)٢

∃c ∈ (a, x) f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(c)

٢!
(x− a)n + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+١)(a)

(n+ ١)!
(x− a)n+١︸ ︷︷ ︸

خطا

برای a نقطه ی حول n درجه ی از تیلور چندجمله ی زیر، در n درجه ی از Tn چندجمله ای به که گفتیم

ͬ شود: م گفته f تابع

Tn(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢!
(x− a)n + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n

نوشت: ͬ توان م پس

f(x) = Tn(x) +Rn(x) (∗)

داریم: باشند، موجود راست سمت دنباله های حدهای x ∈ I تمام برای اگر

∀x ∈ I lim
n→∞

f(x) = lim
n→∞

Tn(x) + lim
n→∞

Rn(x) (∗∗)

باشیم: داشته x ∈ I تمام برای کنید فرض

lim
n→∞

Rn(x) = ٠

داریم: ∗∗ به بنا آنگاه

∀x ∈ I f(x) = lim
n→∞

Tn(x)

که: ͬ دانیم م

∀x ∈ I lim
n→∞

Tn(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

١



صورت این در یعنͬ

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

تیلور سری با خاص بازه ی ͷی در که توابعͬ به ͬ شود. م برابر توان سری ͷی با f تابع دیͽر، بیان به

ͬ شود. م گفته ١ تحلیلͬ توابع برابرند، خود

سری لزوماً ولͬ نوشت تیلور سری ͬ توان م باشد، مشتق پذیر بار بی نهایت که تابعͬ هر برای .٢ توجه

دیده ایم. قبل جلسه ی در را نقض مثال نیست. برابر تابع خود با تیلور

بنویسید. a = ٠ حول را f(x) = ex تابع تیلور سری .٣ مثال

پاسخ.

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n

داریم: پس است. مشتق پذیر بار بی نهایت ex که ͬ دانیم م

f(x) = ex ⇒ f(٠) = ١

f ′(x) = ex ⇒ f ′(٠) = ١

f ′′(x) = ex ⇒ f ′′(٠) = ١
...

f (n)(x) = ex ⇒ f (n)(٠) = ١

داریم: پس

ex =
∞∑
n=٠

١
n!
xn =

∞∑
n=٠

xn

n!

بنویسید. را a = ٠ نقطه ی حول f(x) = sinx تابع تیلور سری .۴ مثال

باشد، توان سری ͷی صورت به نمایشͬ دارای f تابع اگر ͬ دهد، م نشان بالا مثال که گونه همان

بود. خواهد نظر مورد تابع تیلور سری همان توان سری آن

١analytic

٢



پاسخ.
∞∑
n=٠

f (n)(٠)
n!

xn

f(x) = sinx ⇒ f(٠) = ٠

f ′(x) = cosx ⇒ f ′(٠) = ١

f ′′(x) = − sin x ⇒ f ′′(٠) = ٠

f ′′′(x) = − cos x ⇒ f ′′′(٠) = −١

f (۴)(x) = sinx ⇒ f(٠) = ٠

با: است برابر {f (n)(٠)} دنباله ی پس

{f (n)} =
a٠٠ +

a١
١ +

a٢٠ +
a٣
−١ +

a۴٠ +
a۵
١ +

a۶٠ +
a٧
−١ + . . .

آنگاه باشد زوج n اگر کنید توجه

f (n)(٠) = ٠

است: زیر صورت به ما تابع سری پس

∞∑
n=٠

□ x٢n+١

(٢n+ ١)!
=

١
□ x+

−١
□ x٣+

١
□ x۵

داریم: پس

sin(x) =
∞∑
n=٠

(−١)n x٢n+١

(٢n+ ١)!

∀x ∈ R sinx = x− x٣

٣!
+

x۵

۵!
− x٧

٧!
+ . . .

ͬ کردید: م استفاده زیر هم ارزی از حدها، محاسبه ی هنگام گاهͬ دبیرستان در که بود بالا بسط به بنا

sin x ≃ x− x٣

٣!
+

x۵

۵!

٣



شده اند: کشیده x− x٣

٣! +
x۵

۵! و sin(x) توابع نمودارهای زیر در

که دهید نشان .۵ مثال

∀a, b ∈ R | tanh a− tanh b| ⩽ |a− b| ⩽ | sinh a− cosh b|

.

داریم: میانگین مقدار قضیه ی به بنا پاسخ.

∀a < b ∈ R ∃c ∈ (a, b) |tanh a− tanh b

a− b
| = |(tanh)′(c)|

آنگاه a, b ∈ I و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f اگر .۶ توجه

∃c ∈ I
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

که ͬ دانیم م
ex − e−x

ex + e−x
=

sinhx

coshx
= tanh x

است. اعمال قابل میانگین مقدار قضیه ی بنابراین است. مشتق پذیر R سرتاسر در

| tanh a− tanh b| = |a− b||(tanh)′(c)|

۴



آنگاه |(tanh)′(c)| < ١ اگر که است واضح

| tanh a− tanh b| ⩽ |a− b|

داریم

(tanh)′(x) = (
sinh

cosh
)′(x) =

coshx coshx− sinhx sinhx

cosh٢(x)
=

١
cosh٢(x)

طرفͬ از .coshx ⩾ ٠ بنابراین cosh(x) = ex+e−x

٢ که کنید توجه : ١
cosh٢(x)

⩽ ١ اینکه اثبات

داریم: پس cosh٢(x) = ١ + sinh٢(x) ⩾ ١coshx ⩾ ٠

cosh٢(x) ⩾ ١

پس .coshx ⩾ ١ که: ͬ شود م نتیجه آن از که

١
cosh٢(c)

⩽ ١

نتیجه در

| tanh′(c)| ⩽ ١

داریم: پس

| tanh a− tanh b| ⩽ |a− b|

که دهیم نشان باید سوال. دوم قسمت

|sinh a− sinh b

a− b
| ⩾ ١

داریم: میانگین مقدار قضیه ی به بنا است مشتق پذیر تابعͬ sinh که آنجا از

∃c ∈ (a, b) |sinh a− sinh b

a− b
| = | cosh(c)| ⩾ ١

داریم: نتیجه در

|sinh a− sinh b

a− b
| ⩾ ١

۵



و f ′(x) = ١
x

باشیم داشته x هر برای و باشد مشتق پذیر f : (٠,∞) → R کنید فرض .٧ مثال

که دهید نشان . f(١) = ٠ که بدانیم

∀x > ١ ١ − ١
x
⩽ f(x) ⩽ x− ١

یعنͬ است. برقرار f(x) = ln x برای بالا عبارت ویژه به پس (توجه:

∀x > ١ ١ − ١
x
⩽ ln(x) ⩽ x− ١

(

داریم: میانگین مقدار قضیه ی به بنا است مشتق پذیر f که آنجا از پاسخ.

∃c ∈ (١, x) f(x)− f(١)
x− ١

= f ′(c) =
١
c

c > ١ ⇒ ١
c
< ١ ⇒ f(x)− f(١) ⩽ x− ١ ⇒ f(x) ⩽ x− ١

که کردیم ثابت

f(x) = f(١)︸︷︷︸
=٠

+f ′(c)(x− ١) ⇒ f(x) =
١
c
(x− ١), c ⩾ ١

داریم پس

١ − ١
x
=

x− ١
x

⩽ x− ١
c

c ∈ (١, x)

داریم: نتیجه در

f(x) =
x− ١
c

⩾ x− ١
x

= ١ − ١
x
⇒ f(x) ⩾ ١ − ١

x

که دهید نشان x ⩾ ٠ هر برای .٨ مثال

ln(١ + x) ⩾ x

x+ ١

۶



پاسخ.

ln(١ + x) = ln(١) + (ln)′(c)(x)

پس .c ∈ (١, ١ + x) ͷی برای

ln(١ + x) =
١
c
x

داریم ،c ∈ (١, ١ + x) که جا آن از

١
c
x ⩾ x

١ + x
⇒ ln(١ + x) ⩾ x

x+ ١

بیابید. را زیر تابع مطلق اکسترمم های .٩ مثال

f(x) = tanh(x٣ − ٣x٢) x ∈ [−٢, ١]

پاسخ.

دارد مطلق مینیمم هم بازه این در f آنگاه باشد، پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع اگر .١٠ توجه

مطلق. ماکزیمم هم و

آنگاه باشد نسبی اکسترمم ͷی c ∈ (a, b) و باشد مشتق پذیر (a, b) در f اگر .١١ توجه

f ′(c) = ٠

نقاط و ͬ شود م صفر یا و ندارد وجود مشتق آن در که را نقاطͬ مطلق اکسترمم های تعیین برای

tanh x تابع است. مشتق پذیر R سرتاسرِ در x٣ − ٢x٢ تابع ͬ کنیم. م مقایسه هم با را بازه انتهایی

بازه ی در ویژه به و R سرتاسر در نیز tanh(x٣ − ٣x٢) پس است. مشتق پذیر R سرتاسرِ در نیز

است. مشتق پذیر [−٢, ١]

f ′(x) = (٣x٢ − ۶x) ١
cosh(x٣ − ٣x)

است: صفر زیر معادله ی در صادق نقاط در تنها مشتق ، coshx ⩾ ١ که آنجا از

٣x٢ + ۶x = ٠ ⇒ ٣x(x− ٢) = ٠ ⇒ x = ٠ یا x = ٢

٧



f(−٢) = tanh(−٢٠)

f(١) = tanh(−٢)

f(٠) = ٠

نیست بازه در x = ٢

است. مطلق مینیمم (−٢, tanh(−٢٠)) نقطه ی و مطلق ماکزیمم نقطه ی (٠, ٠) نقطه ی

ͬ آید: م دست به زیر صورت به تقریب این خطای همراه به sin π
٨ برای تقریبی مقدار ͷی .١٢ مثال

∀x > ٠ ∃c ∈ (٠, x) sin x = x− x٣

٣!
+

x۵

۵!
cos c︸ ︷︷ ︸

خطا

پاسخ.

sin
π

٨
≃ π

٨
− ١

۶
(
π

٨
)٣

است: زیر صورت به نیز تقریب این خطای

(π٨ )
۵ cos c

۵!
⩽ ١

۵!
× (

۴
٨
)۵ =

١
٣٨۴٠

٨
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