
هفدهم جلسه ی ١

(a, b) بازِ بازه ی در و باشد پیوسته [a, b] بسته ی بازه ی در f تابع اگر : رˀل قضیه ی .١ یادآوری

.f ′(c) = ٠ که است موجود چنان c ∈ (a, b) مانند نقطه ای آنگاه f(a) = f(b) و باشد مشتق پذیر

بیان به . ٣c = ١
c٣ که طوری به است موجود c > ٠ عدد ͷی تنها و ͷی که دهید نشان .٢ مثال

است. جواب ͷی دارای تنها ٣x − ١
x٣ = ٠ معادله ی دیͽر

زیرا بود، خواهد مثبت آن جواب باشد، جواب دارای ٣x = ١
x٣ معادله ی اگر که کنید توجه پاسخ.

بنویسید: زیر صورت به را معادله باشد. مثبت باید نیز ١
x٣ رو این از و است مثبت همواره ٣x

f(x) = ٣xx٣ − ١ = ٠

x = ٣ ⇒ f(x) = ٣٣ × ٣٣ − ١ > ٠

x =
١
٣
⇒ f(x) = ٣

١
٣ × ١

٢٧
− ١ =

٣
√

٣
٢٧

− ١ < ٠

فوق معادله ی اگر است. ریشه ͷی حداقل دارای بولتسانو قضیه ی به بنا [١
٣ , ٣] بازه ی در بالا معادله ی

شود. صفر نقطه ای در باید f ′ باشد، ریشه دو دارای

f ′(x) = ln ٣ × ٣x × x٣ + ٣x٢ × ٣x

f ′(x) = ٠ ⇒ ٣x(ln ٣ × x٣ + ٣x٢︸ ︷︷ ︸
A

) = ٠

A = ٠ ⇒ x٣ ln ٣ + ٣x٢ = ٠ ⇒ x٢(x ln ٣ + ٣) = ٠

x = ٠ یا x =
−٣
ln ٣

< ٠

داشته مثبت ریشه ی دو ͬ تواند نم معادله ͬ شود، نم صفر مثبتͬ نقطه ی هیچ در مشتق که آنجا از

باشد.

است. جواب ͷی دارای دقیقاً (٠,∞) بازه ی در x+ ln x = ٢ معادله ی که دهید نشان .٣ مثال

پاسخ.

f(x) = x+ ln x− ٢

١



f(١) < ٠

f(e) = e+ ١ − ٢ = e− ١ > ٠

f(x) = ٠ معادله ی اگر است. ریشه ͷی دارای حداقل [١, e] بازه ی در فوق معادله ی بنابراین

آن در که ͬ شود م پیدا x٠ مثل مثبت نقطه ای آنگاه باشد، داشته را b و a ریشه ی دو (٠,∞) در

زیرا است غیرممͺن این اما .f ′(x٠) = ٠

∀x f ′(x) = ١ +
١
x
⩾ ١

دارد. ریشه ͷی تنها f بنابراین

دارد. جواب دو دقیقاً R در xex − ٢ex + ١ = ٠ معادله ی .۴ مثال

پاسخ.

f(٢) = ٢e٢ − ٢e٢ + ١ = ٠ ⇒ f(٢) = ١ > ٠

f(٠) = ٠ × e٠ − ٢e٠ + ١ = ٠ ⇒ −٢ + ١ = −١ ⇒ f(x) = −١ < ٠

f(−٢) = −٢e−٢ −٢e−٢ +١ = ٠ ⇒ −۴e−٢ +١ = ٠ ⇒ f(−٢) = −۴e−٢ +١ > ٠

ریشه ͷی حداقل و [−٢, ٠] در ریشه ͷی حداقل f(x) = ٠ معادله ی بولتسانو قضیه ی به بنا

معادله ی آنگاه باشد، ریشه سه مثلا́ ریشه دو از بیش دارای شده یاد معادله ی اگر دارد. [٠, ٢] در

بود. خواهد ریشه دو حداقل دارای رˀل) قضیه ی به (بنا f ′(x) = ٠

f ′(x) = ex + xex − ٢ex

f ′(x) = ٠ ⇒ ex + xee − ٢ex = ٠ ⇒ ex(١ + x− ٢) = ٠ ⇒ ex(x− ١) = ٠

باشد. داشته ریشه دو از بیش ͬ تواند نم f(x) = ٠ پس است. ریشه ͷی تنها دارای فوق معادله ی

٢



در حداکثر f (k)(x) باشد ریشه n دارای حداکثر (f تابع +kاُم ١ (مشتق f (k+١)(x) اگر .۵ توجه

n در حداقل f (k+١) شود، صفر نقطه n+ ١ در f (k) اگر دیͽر بیان به ͬ شود. م صفر نقطه n+ ١

ͬ شود. م صفر نقطه

.f(٢) = ٢ و f(١) = ١ ، f(٠) = ٠ و باشد مشتق پذیر بار دو f : R → R کنید فرض .۶ مثال

که دهید نشان

∃c ∈ R f ′′(c) = ٠

a نقطه های است کافͬ است، شده صفر نقطه ͷی در f ′′ اینکه اثبات برای رˀل قضیه ی به بنا پاسخ.

. f ′(a) = f ′(b) که بیابیم چنان را b و

است: شده صفر نقطه سه در g(x) = f(x)− x تابع

g(٠) = ٠

g(١) = ٠

g(٢) = ٠

ͬ شود. م صفر نقطه دو حداقل در g′ رˀل قضیه ی به بنا

∃a, b g′(a) = g′(b) = ٠

g′(a) = f ′(a)− ١ ⇒ f ′(a) = ١

g′(b) = ٠ ⇒ f ′(b) = ١

پس

f ′(a) = f ′(b) = ١

f ′′(c) = ٠ که طوری به ∃c ∈ (a, b) بنابراین

تیلور جمله های چند

تحلیل و ͬ شود م حساب راحتͬ به آنها مشتق هستند. خوشرفتاری بسیار توابع جمله ای چند توابع

ͬ توان م را توابع از برخͬ که دید خواهیم درس ادامه ی در است. توابع بقیه ی از ساده تر آنها ریشه ها

٣



به که کرد پیدا چندجمله ای توابع̧ از دنباله ای ͬ توان م یعنͬ زد. تقریب جمله ای ها چند از استفاده با

داده ایم. توضیح را کار این چͽونگͬ زیر در شوند. ͷنزدی نظر مورد تابع به دلخواه اندازه ی هر

با ͬ توان م را تابع نقطه، آن اطراف در یعنͬ است، مشتق پذیر نقطه ͷی در تابعͬ ͬ گوئیم م وقتͬ

نقطه، آن اطراف در را تابع تغییرات یعنͬ ،∆y دیͽر، بیان به زد. تقریب نقطه آن در آن بر مماس خط

را خطا این میزان میانگین مقدار قضیه ی زد. تقریب تابع بر مماس خط تغییرات یعنͬ dy با ͬ توان م

ͬ کند: م مشخص نیز

.a, b ∈ I و a < b و باشد مشتق پذیر I بازه ی در f : I → R تابع کنید فرض (آ) .٧ قضیه

که طوری به است موجود c ∈ (a, b) آنگاه

f(b) = f(a) + f ′(c)(b− a)

که طوری به است موجود c ∈ (a, b) دیͽر بیان به

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c)

مقدار قضیه ی پائین، شͺل به توجه با ͬ شود. م گفته میانگین مقدار قضیه ی قضیه، این به

با منحنͬ بر مماس خط آن در که ͬ شود م پیدا منحنͬ روی نقطه ای که است این بیانگر میانگین

است. برابر (b, f(b)) و (a, f(a)) نقاط˼ از گذرنده مستقیم خط

داریم: باشد. (b, f(b)) و (a, f(a)) نقاط از گذرنده خط g(x) کنید فرض اثبات.

f(a)− g(a) = ٠

۴



f(b)− g(b) = ٠

و است مشتق پذیر تابعͬ f − g تابع

f(a)− g(a) = ٠

f(b)− g(b) = ٠

که طوری به است موجود c ∈ (a, b) مانند نقطه ای پس

f ′(c)− g′(c) = ٠

یعنͬ f(b)−f(a)؛
b−a

شیب با است راست خط ͷی معادله ی g(x) طرفͬ از .f ′(c) = g′(c) یعنͬ

پس .f(b)−f(a)
b−a

با است برابر نقاط تمام در g′(x)

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

یعنͬ

f(b) = f(a) + f ′(c)(b− a)

به نسبت تقریب این خطای و است f(b) برای تقریبی f(a) که ͬ گوید م واقع در بالا قضیه

زیر در .c ∈ (a, b) ͷی برای f ′(c)(b − a) با است برابر یعنͬ است؛ خطͬ a, b فاصله ی

زد. بهتری تقریب ͬ توان م را f(b) که ͬ بینیم م

مانند عنصری آنگاه a < b و a, b ∈ I و باشد مشتق پذیر بار دو I در f که کنیم فرض (ب)

که طوری به است موجود c ∈ (a, b)

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) +
f ′′(c)

٢
(b− a)٢

کنید: تعریف اثبات.

g(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)− T (x− a)٢

۵



آن اینجا در شود. صفر با برابر g(b) آن، برای که گرفت عددی ͬ توان م راحتͬ به را T مقدار

داریم ͬ نویسیم. نم راحتͬ برای را عدد

g(a) = ٠

: آن ازای به که بͽیرید عددی را T که گفتیم و

g(b) = ٠.

که طوری به است موجود d ∈ (a, b) نقطه ی رˀل قضیه ی به بنا

g′(d) = ٠ (∗ ∗ ∗)

که کنید دقت همچنین

g′(x) = f ′(x)− f ′(a)− ٢T (x− a) (∗)

g′(a) = ٠ (∗∗)

به است موجود c ∈ (a, d) مانند نقطه ای (∗∗), (∗ ∗ ∗) به توجه با و رˀل قضیه ی به بنا دوباره

داریم .g′′(c) = ٠ که طوری

g′′(x) = f ′′(x)− ٢T

g′′(c) = ٠ ⇒ f ′′(c) = ٢T ⇒ T =
f ′′(c)

٢
داریم: نتیجه در

f(b) = f(a) + f ′(a)(b− a) +
f ′′(c)

٢
(b− a)٢

تقریب این خطای و است f(b) برای تقریبی f(a) + f ′(a)(b − a) که ͬ گوید م بالا قضیه

ͬͺکوچ عدد (b− a) اگر که کنید دقت .c ∈ (a, b) ͷی برای f ′′(c)
٢ (b− a)٢ با است برابر

تقریبِ از تقریب، این که ͬ رسد م نظر به پس ͬ شود. م کوچͺتر برسد ٢ توان به وقتͬ باشد،

دارد. وجود هم بهتر تقریب این از که ͬ بینیم م زیر در باشد. بهتر آ مورد

۶



باشد: مشتق پذیر بار n+ ١ ، f تابع اگر (ج)

∃c ∈ (a, b) f(b) = f(a)+f ′(a)(b−a)+
f ′′(a)

٢!
(b−a)٢+

f ′′′(a)

٣!
(b−a)٣+. . .

+
f (n)(a)

n!
(b− a)n +

f (n+١)(c)

(n+ ١)!
(b− a)n+١

داریم .x > a کنید فرض دیͽر بیان به

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢!
(x− a)٢ +

f ′′′(a)

٣!
(x− a)٣ + . . .

+
f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+١)(c)

(n+ ١)!
(x− a)n+١

به

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

٢!
(x− a)٢ +

f ′′′(a)

٣!
(x− a)٣ + . . .

+
f (n)(a)

n!
(x− a)n

با ͬ توان م که کنید دقت ͬ شود. م گفته a نقطه ی حول n درجه ی از تیلور جمله ای چند ͷی

شد. نزدیͺتر و نزدیͺتر آن به تابع ͷی تیلور چندجمله ای درجه ی دادن افزایش

مشتق پذیر بار بی نهایت f (اگر ͬ شود م گفته a نقطه ی حول f تابع تیلور سری زیر، عبارت به (د)

باشد):

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(a)

n!
(x− a)n = f(a) +

f (١)(a)

١!
(x− a) + . . .

ͬ شود. م گفته تحلیلͬ توابع هستند، خود تیلور سری با برابر دقیقا خاص دامنه ای در که توابعͬ به

برابر آن خودِ با f تیلور سری لزوماً باشد، مشتق پذیر بار بی نهایت بازه ای در f تابع اگر .٨ توجه

نیست.

.٩ مثال

f(x) =

e−
١
x٢ x ̸= ٠

٠ x = ٠

٧



که دهید نشان .١٠ تمرین

∀n f (n)(٠) = ٠

نیست. برابر آن خودِ با تابع این سری بنابراین

٨
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